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I ALGEBARSKI IZRAZI

Izrazi u kojima se pojavljuju konstante i promenljive, ali i njihovi zbirovi, razlike,
proizvodi i koli¢nici nazivaju se algebarski izrazi.

Zaizraze A,B,C,D vaze sledec¢i zakoni:
(1) Distributivni zakon

A (B+C)=A4-B+A4-C

A (B-C)=A4-B-A4-C
(A+B)-(C+D)=A4A-C+A-D+B-C+B-D
(2) Razlika kvadrata
A*—B*=(A-B)-(4+B)

(3) Kvadrat binoma

(A+B)’ =A>+2AB+ B’

(A-B)Y =A>-24B+ B’

1. Dati su polinomi P(x)=x"+2x>—11i Q(x)=x"+x+1. Odrediti polinome:
a) P(x)+0(x)
b) P(x)—0(x)
¢) P(x)-O(x)

Resenje:

a) P(x)+0(x)=x"+2x" —1+x>+x+1=
=X +2xX° +x)+x+(=1+1)=x" +3x" +x
b) P(x)—-0(x)=x"+2x>—1—- (X’ +x+1)=
=X +2x" -1 -x"—x—-1=x+(2x" = x*)—x+(-1-1)=

=x+x’—x-2



c) P(x)-O(x)=(x+2x" =1)- (x* +x+1)
=%+ Xx+x° +2x° %7 + 2x7x +2x7 =¥ —x—1
=" +x" + 17 +2x +2x° +2x° —x* —x -1
=X +(xP 2+ (7 207+ (2x7 - %) —x -1

=x"+3x" +3x° +x* —x—1

2. Odrediti parametre a,b,c tako da su polinomi P(x) i Q(x) identi¢no jednaki:
a) P(x)=2x"—9x> +13x—-6 i O(x) = (x—2)(ax’ +bx +c)
b) P(x)=2x" —x*+x+4 i O(x) = (x+2)(ax’ +bx+c)

ReSenje:

a) Dva polinoma su identicno jednaka ako su koeficijenti uz odgovarajuce
stepene jednaki.

P(x)=2x"-9x* +13x-6
O(x) = (x=2)(ax* +bx+c)
=ax’ +bx* +cx—2ax> —2bx —2c

=ax’ +(b-2a)x> +(c—2b)x—2c

P(x)=0(x)

2%’ —9x* +13x—6=ax’ + (b—2a)x* + (c —2b)x - 2c <
2=a

-9=b-2a

13=c-2b

-6=-2c

Resavanjem ovog sistema dobijamo sledece:

a=2,b=-5¢=3

b) P(x)=2x"—x*+x+4
O(x) = (x +2)(ax* +bx +c)
=ax’ +bx* +cx+2ax’ +2bx+2c¢

=ax’ +(b+2a)x’ +(c+2b)x+2c



P(x)=0(x) <
28 —=x* +x+4=ax’ +(b+2a)x" +(c+2b)x+2c <
2=a
-l=b+2a=b=-5
1:c+2b:>b:—%

4=2c=c=2

Ovaj sistem nema resenje, pa je nemoguce da dati polinomi budu jednaki.

3. Odrediti kvadrat izraza:
a) Bxy—4)

b) av2 +b3

ReSenje:

Koriste¢i formulu za kvadrat binoma dobijamo sledece:

a) Bxy—4)" =Bxy)’ —2-3xy-4+4° =9x’y* —24xy+16
b) (aN2 +53)? = (a2)? +2a~2 - b3 + (b\3)?

= 2a* + 2\/6ab + 3b°

4. Skratiti razlomke:

a(x+2)
2a°(x+2)

a’ -9
ab+3b—a-3

Resenje:

2) a(x+2) _ a(x+2" _A(x+2) (x+2)
2a°(x+2)  2a° (347) 247 2a

x#-2,az0




a9  (a-3)a+3) _ (a-3)(a+3)
ab+3b—a-3 (ab—a)+(3b-3) a(b-1)+3(b-1)

_(@=3)(@+3) _(a-3)
(a3 (b= (b=’

a#-3,b#1

5. Uprostiti racionalne izraze:

x-3 x+3

x-5 x-5

16x —x* +3+2x_2—3x

b
) x> -4 2—-x x+2

Resenje:

x—3_x+3 _x-3-x-3 6

a) =
x-5 x-5 x—5 5—x

16x —x* +3+2x_2—3x
x*—4 2—-x  x+2

b)

B 16x—x* Jr3+2x_2—3x_
(x-2)(x+2) 2—-x x+2

C16x—x?—(3+2x)(x+2)—(2-3x)(x—2)
- (x—2)(x+2)

B 16x—x> —(Bx+6+2x> +4x)—(2x —4—3x" + 6x)
(x-2)(x+2)

_ 16347 —3x-62% —4x—2x+4+ 34 —6x

(x-2)(x+2)

B )X/Zf 1
(T (x+2) x+2

x =12




6. Uprostiti izraze:

a’ —ab . a’b+ab®
a* +ab ab

4x* y2 ) 8x’ y3
156 5¢%b*

b)

Resenje:

2) a’—ab a’b+ab®  X(a—b) ﬂﬁm

@ +ab  ab XM . ab
4x*y* 8x’y' 4)/}2\ 5¢*b

15b% 562> 15b°c '8x1yx

A B

= . = , bexy#0
Wy fpxy 6bxy

b)

7. Uprostiti racionalni izraz:

a—-a—-6 a-1

5 - -2
a —4 2—a
Resenje:
az—a—6_a—1_ a—-a-6 a-—1

-4 2-a  (@-2a+2) 2-a
_ a’—a-6+(a-1)a+2)-2(a’ -4

(a-2)a+?2)
B a’—a-6+(a’+2a-a—-2)-2a" +8 3
- (a-2)a+2) -
SO 2L X
(a—2)a+2)
Y 04z
(a—2)a+2)

=a-b, ab#0,a+-b



II LINEARNE JEDNACINE I NEJEDNACINE

Linearna jednacina po x je svaka jednaina sa nepoznatom x koja se ekvivalentnim
transformacijama svodi na jednacinu oblika a-x =5, gde su a,b dati realni brojevi.
(1) Ako je a # 0 dobijamo ekvivalentnu jednacinu koja ima jedinstveno resenje:

X=—.

a

(2) Ako je a=0Ab#0 jednaCina nema reSenje. Za takvu jednacinu kazemo da je
nemoguda.

(3) Ako je a=0Ab=0 svaki realan broj je reSenje jednaCine. Za takvu jednacinu
kazemo da je neodredena.

Jednacina % =0 ekvivalentana je slede¢em: A=0 AB#0.

Linearna nejednacina po x je nejednacina koja se ekvivalentnim transformacijama
svodi na neki od oblika: a-x<b, a-x<b, a-x>b, a-x>b, gde su a,b dati realni
brojevi.

Nejednacina oblika % <0 je ekvivalentna slede¢em: (4 >0A B <0) v(A<0AB>0).

Nejednacina oblika g >0 je ekvivalentna slede¢em: (4>0AB>0) v(A<0AB<0).

Napomena: Posebno treba obratiti paznju na zapisivanje skupa resenja nejednacina.

8. Koriste¢i ekvivalenciju e 0 < A=0 A B #0 resiti jednacinu:

x—3:O
x+1

a)




Resenje:

x_3=0<:>x—3=0/\x+1¢0<:>x:3/\x¢—1
x+1

6x-1

2+x

6x—1 6x—-1-6-3x 3x-7
el | R

-3=0&
2+x 2+x 2+x

3x=7
2+x

a)

b) 3

=0

0=3x-T7=0A2+x20=3x=TAx#-2 <:>x:§/\x¢—2

9. Resiti jednacinu:
9x+1 1-x 2x+5
-3= +
4x-3 20x—-15 4x-3

Resenje:

4x-3 ~ 20x—15 4x-3
9x+1—12x+9_ 1—x Jr2x+5

9x+1 1—x 2x+5
+

4x-3  5(4x-3) 4x-3
—3x+10 1-x+52x+5) - —3x+10 1-x+10x+25
4x-3 5(4x—3) 4x-3 5(4x—3)

-3x+10  9x+26
4x-3  5(4x-3)

Bxt10 9x+26 _  5(3x+10)-9x-26 _

4x—3  5(4x-3) 5(4x —3)
~15x+50—9x—26 ~24x+24
| P Y
5(4x-3) 5(4x-3)
“24x+24

=0 —24x+24=0A5(4x—3)#0
5(4x-3)

& 24x=-24n4x-3#0

x=1/\4x¢3<:>x=1/\x¢%



10. Resiti jednacinu:
1+3x N 1-3x 12
3x—1 1+3x 1-9x7

Resenje:

4+3x 1-3x 12

3x—1 1+43x 1-9x7

I+3x 1-3x _ 12
3x—1 1+3x (1-3x)(1+3x)

/(1-3x)1+3x)#0

~(1+3x)> +(1-3x)* =12

A —6x 95 + [ —6x+ 97 =12
12x=12

x=-1

11. Resiti nejednacinu:

x—-1 3
<_
x—2 2

Resenje:

x—1 x—1

x=2 x—2

2(x—=1)—-3(x-2) <0 2x—2-3x+6 <0
2(x=2) 2(x=2)

<§<:> —§<0
2 2

-x+4
<
2(x-2)

%<OC>(A>O/\B<0) v(A<0AB>0)

-x+4
2(x-2)

<0 (—x+4>0 A2(x—2)<0) v(—x+4<0 A2(x—-2)>0)

S (—x>-4Ax<2) V(—x<-4Arx>2)

S (x<4rx<2)v(x>4nrx>2)



X<4Ax<2=>x<2, x>4Arx>2=>x>4

Kona¢no reSenje: x <2v x >4 tj. x e (—o0,2)U(4,+0).

12. Resiti datu konjukciju (sistem):

2x+3>2x+1 A x+322x-6

Resenje:

2x+32x+1 A x+322x-6
2x-=x21-3 A x-2x2-6-3
xz2-2 A -x2-9

x>-2 A x<9

-2<x<9

13. Resiti dvojnu nejednacinu po n:

—3<n—_1<5

n+l1

ReSenje:

—3<n l<5

n+l
n-l -3 A " 1<5
n+l n+l1
LAk S Nk S DO
n+l1 n+1
n—1+3n+3>0 N n—1—5n—5<0

n+l1 n+l1

4n+2>0 A —4n—6<0
n+1 n+l1

Trazimo zajednicko resenje za ove dve nejednacine.

dn+2
n+l1

>0 (4n+2>0 An+1>0)v(4n+2<0A n+1<0)



S@n>2Aan>-1)v(@n<-2Arn<-1)

<:>(n>_?1/\n>—1)v(n<_71/\n<—1)

-1
Sn>—vn<-—1
2

—4n—-6
n+1

<0< (4n-6>0An+1<0)v(-4n-6<0An+1>0)
S (H4n>6An<-1)v(-4n<6An>-1)
-3 -3
Sh<—aArn<-I)v(n>—An>-1)
2 2
-3
oSn<—vn>-1
2
Trazimo presek:
(n>_—1vn<—1)/\ (n<_—3vn>—l)
2 2
Kona¢no resenje:

(n<—1/\n<_—3:n<_—3) \ (n>_—1/\n>—1:>n>_—1)
2 2 2 2

Resenje je : n<—vn >_—1 tj. ne(—OO,_—3)U(_—1,+OO)
2 2 2 2

10



I STEPENOVANJE | KORENOVANJE

Stepenovanje je matemati¢ka operacija u zapisu a”, (a,beR). U ovom zapisu a se

naziva osnova, a b eksponent. Ako je ne N, onda stepen predstavlja osnovu
pomnozenu samom sobom n puta.

a'=a-a----a np-ti '
n-ti stepen broja a.

n

Napomena: Stepenovanje ima visi prioritet od mnoZzenja.

Najvaznija svojstva stepenovanja:

1 m n m+n

2.a":a"=a"" (a#0)

3. (@")'=a""
4. a"-b" =(a-b)"
5.a":b"=(a:b)", b#0
6.a"=a""=a":a"=1
7.a"=a""= 1n

a

Neka je a realan i n prirodan broj. Svako reSenje jednacine x" =a po x (ako postoji)
naziva se n-ti koren (korenovanje) broja a u oznaci: x = Ya.

NajvaZznija svojstva korenovanja:

1 Q/E _ {a, n-neparan

|a , n-paran
2.a%:4/a_m
3.4/ab =4/ b

4. arb a4

5. Way" =Xa"

11



14. Uprostiti izraz:
27x7 )f3

32 —42

ReSenje:

27x7y 3 x2y7 C3x7xt 3x7t 3y

2 }Z/x,4y2 y2y3 y2+3 y5

15. Uprostiti izraz:
2 2
27+27) (2727
2 2
Resenje:

=Y (2r-2Y 242 202720420 250
2 2 2 2 2

2*+;/+2 %]Lzﬂz s o 40 ]

27C

[\)+

2 Z B e
-2 -2
16. Akoje A= "0
a —b

a’ b N A I A
B:(a_l_b_l—a_l_l_b_l](a -b )(a +b )
dokazati daje 4=B""

12



Resenje:

b —-a’
_ahr (b2 —az)ab _
b-—a (b—a)a’h’
ab

1
a’-b> g

A: a_l _b_l =

1
a
_b-a)(b+a)ab _b+a
- p-ayd’y b

B /{b 3 a}{ (b—a] a’b? B
A\ Ab-a) Fb+a))\ ab | B> +a* )
B b __a (b—a]( ab j_
\-a) G+a))\ 1 N\ +d*)

[ bb+a)—a(b—a) (b—aj( ab j_
L -a)b+a) 1 \p*+a®)
B b2+%7a/5+a2 /b//a( ab j
| ) (b+a) 1 N\ +d

_M‘ ab  ab
~ (bta) p«a bta

A:b+a B= ab
ab b+a

-1
B =( ab j = bta =4 S§toje i trebalo dokazati.
b+a ab

13



17. Izradunati:

5x/5+3x/§—x/%—@

Resenje:

S obzirom da je:

J8=+222=22
J50 =+/5-5-2 =5\2
J98 =7-72=7\2

Dobijamo sledece:
5V2 4348 -1/50 -1/98 =5v2 +3-242 -5V2 - 7\/2 =
=5V2+632-1242=-\2

18. Obaviti naznacene operacije:

(x\/;)3 3 xdx :x43/x_5

ReSenje:

(xx/;)3 3 x3x :x43/x_5:(\/g)3 ~3\R/§ AxXx =
:(\/F)3_3 /%/F:szns =(\/x_3)3~3 /Q/x—ét:g/x?:
= (V)3 () =3 () =

= () 3((x) ) () =" 3

Y

2 29

9 2 29
=x2-3x*:x°*=3-x

[S1%)

2_29 27,429
+3 3 +

=3x°"°

=N
W=

=33x

= 3x% =3x

19. Racionalisati imenioce razlomka:

2 2-3
Y J5-2 ®) 243

14



Resenje:

2 542 25+2)
f 2 -2 B+2 (B5-25+2)

_2(5+2) _2(J5+2)
W5y -2 5-4

=2(/5+2)

2-V3 2-43 2-V3_ (2-B3)
2443 2443 —f_(2+f)(2—f)

_4-43+3_7-43 74[_7 w3

b)

22—y 4-3 1

15



IV KVADRATNA JEDNACINA I KVADRATNA FUNKCIJA

Kvadratna jednacina je polinomijalna jednacina drugog stepena. Njen opsti oblik je
ax’ +bx+c=0 gde je x nepoznata, a koeficijenti a,b,c su realni brojevii a#0.

Kvadratna jedna¢ina ax’ +bx+c =0 sa realnim koeficijentima ima dva reSenja, koja se
nazivaju korenima. ReSenja mogu biti realna ili kompleksna, a data su formulom:

Priroda reSenja kvadratne jednacine:

Diskriminanta kvadratne jednacine ax’ +bx+c=0 jeizraz A=b" —4ac.

Za kvadratnu jednadinu sa realnim koeficijentima vazi:
1) jednacina ima dva realna i razlicita resenja ako i samo ako je A>0
2) jednacina ima jedno dvostruko realno reSenje ako 1 samo ako je A =0

3) jednacina ima dva kompleksno konjugovana reSenja ako i samo ako je A<0

Pod iracionalnom jednacinom podrazumevamo jednacinu kod koje se nepoznata nalazi
pod korenom.

Jednacina /a(x) = b(x) je ekvivalentna sistemu: a(x)=5b>(x) Ab(x)>0.

20. Oderetiti skup resenja jednacine:

34 +2x+1_2x—1
4x* -1 1-2x 2x+1

Resenje:

34 +2x+1_2x—1
4x* -1 1-2x 2x+1

16



34 2x+1 2x-1
+ — —

=0
(2x-1)(2x+1) 1-2x 2x+1

34—(2x+1)" —=(2x-1) 0
Qx-D2x+1)
34— (4x> +4x+1)—(4x° —4x+1) o
(2x—1)(2x +1) -

34—4x* —4x—1-4x" +4x-1 B
2x-D(2x+1)

_ 2
_ B2 2x—D)2x+1) %0
2x-D(2x+1)
~8x’+32=0 /:8
X +4=024=x">x=%2

Skup resenja je : {-2,2}.

21. Resiti jednacinu:

(2x-3)’ +(2x=5)* =4(x-3)" +30
Resenje:

(2x=3)" +(2x—5)" =4(x—3)* +30

4x* —12x+9+4x> —20x+25=4(x* —6x+9)+30
8x% —32x+34 =4x—24x+36+30

8x% —32x+34—(4x* —24x+36+30)=0

8x% —32x+34—4x> +24x-66=0

4x’ —8x-32=0/:4

X’ =2x-8=0
2+4+32 2+6

M T,

x=4,x,=-2

Skup resenja: {-2,4}.

17



22. Za koje je realne vrednosti x razlomak

Resenje:

—x*+2x-5

T <-1
2x —x—1

—x*+2x-5

> +1<0
2x°—x-1

X +2x—=5+2x —x—1 <

2x*—x—1

X +x-6

7o <0
2x°—x-1

X +x—-6=0

-1£5

_—1+41+24

X
1,2
2

x,=-3,x,=2

2x1—x—-1=0

2

C1+148 143

b
12
4

4

0

—x*+2x-5

2

2x°—x-—1

manji od -1?

-1/2

Il

Na
xe (—3,—%) u(l,2).

osnovu

preseka

-- =172

]

dolazimo do

zakljucka

18

da je

reSenje

¥ 4x-6

2 x-1

x*+x-6
2x?-x-1

nejednacine:



23. Odretiti skup reSenja sistema:

x*+y° =29
x+y =7
Resenje:
x*+y* =29
x+y =7

Na osnovu druge jedna¢ine imamo daje y =7—x.
Zamenom y =7 —x u prvu jednacinu dobijamo:
x> +(7-x)" =29
x*+49—14x+x> =29
2x> —14x+20=0/:2

x*=7x+10=0
7+449-40 713
T, T,
x=5x=2

S obzirom da je:
x=5=>y,=7-5=2
x,=2=y,=7-2=35

Dakle, skup reSenja sistema je:

{(x=5,y=2);(x=2,y=5)}.

24. Odrediti realna resenja sledeée jednacine:

N25—x* =7—x

Resenje:

JP=0oP=0"70>0

19



25-x'=7-x&

\/ﬂ=7—x/2
25-x"=(1-x)> A7-x2>0
25-x*=49-14x+x" A7—x20

2x* +14x-24=0/:(-2) AT>x
X =Tx+12=0 Ax<7

T+49-48 7+1
= = AXx<T

X,
b2 2 2

x=4,x,=3 Ax<7

Realna resenja jednacine su: x=4vx=3.

25. Resiti jednacinu:
2x  x'+25 5 5
x—9 x*-81 x+9 x-9

Resenje:

2x  x*425_ 5 5
x=9 x*-81 x+9 x-9

2
2x  x"+25 _ 5 5 /(2 —9)(x+9) 0
x—-9 (x-9Hx+9) x+9 x-9

2x(x+9)—x>—25=5(x—-9)-5(x+9)
2x> +18x—x>—25= 58 —45-5% —45
x> +18x—25+90=0

x> +18x+65=0

_ —18++4/324-260 —18+£8

X,
b2 2 2

x,=-13, x, =-5.
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V EKSPONENCIJALNA I LOGARITAMSKA FUNKCIJA

Funkciju oblika f(x)=a" gde je aeR,a>0,a#1 nazivamo eksponencijalnom.

Definisana je za svako realno x i obostrano jednozna¢no preslikava skup realnih brojeva
(—o0,+0) na skup pozitivnih (0,+c0).

Ako je a >1 funkcija je rastuc¢a na celom domenu tj. (Vx,,x, €R) (x,<x, =>a" <a™).
Ako je 0 <a <1 funkcija je monotono opadajucatj. (Vx,,x, € R) (x,<x, =>a" >a").

A
y

O<axl a>1

Vaze sledeci eksponencijalni zakoni:

l.a° =1

2
3.a"7=a"-a’
4

“
QH|,_‘
Il
VR
Q|-
~—
Il
N

4

o)

. a'b* =(ab)".

Jednacine kod kojih se nepoznata nalazi u izloziocu (eksponentu) nazivamo
eksponencijalne jednacine. Eksponencijalne jednadine reSavamo najceSce, ako je
moguce, svodenjem leve i1 desne strane jednacine na istu osnovu ili svodenjem leve 1
desne strane na isti izloZilac.

U prvom slucaju imamo:

a’® = g% & f(x)=g(x), gde je aeRa>0,a=1, a f(x),g(x) su funkcije
argumenta x .
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U drugom slu¢aju imamo:
a’® =b"" & f(x)=0, a,b>0, a,b=1

Eksponencijalna nejednacina oblika a’™ < a*™ (isto vaziiza >,>,<), ukoliko je a>1,

je ekvivalentna sledeéem: o’ <a*™ < f(x) < g(x).

Eksponencijalna nejednac¢ina oblika a’/™ <a*™ ( isto vazi i za >,> <), ukoliko je

0 <a <1, je ekvivalentna sledeéem: a’™ <a*™ < f(x)> g(x).

Funkcija f(x)=a" je bijekcija, pa postoji f~':R" — R, koju zovemo logaritamska
funkcija i pisemo f'(x)=log, x.

(fofHx)=x=d** =x, x>0
(fTofH)x)=x<log,a" =x, xeR

A
y

y=log, x K a>l

XV
O<axl

log, x=y<a’ =x

Vazno je znati sledece:
a=y<sx=log,y

Logaritamska funkcija je inverzna eksponencijalnoj funkciji, pa su njihovi grafici
simetric¢ni u odnosu na pravu y =x.

Svojstva logaritamske funkcije:
1.D=R" je domen logaritamske funkcije, a kodomen je skup realnih brojeva R
2. log,(x,-x,)=log, x, +log, x, , x,x,>0
3. log, (;C—') =log, x,—log,x,, x,x,>0
2

4. log, x" =rlog,x, x>0,reR
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| ..
. log, b =&"b , specijalno: log, b=
og_a log, a

c

W

1
6. log , x=—log, x
r

7. log,1=0

8. log,a=1

9. Ako je a >1 funkcija je rastu¢a na celom domenu.
(Vx,,x, € R) (x,<x,=log, x, <log, x,)

Ako je 0 <a <1 funkcija je monotono opadajuca.
(Vx,,x, € R) (x, <x,=log, x >log, x,)

10. Ako je log, x, =log, x, ondaje x, =x,.

Logaritam za osnovu 10 oznacavamo sa log i zovemo dekadni logaritam, a logaritam
za osnovu e oznacavamo sa In i zovemo prirodni logaritam.

r Inx" rinx

x' =e" =e x>0,reR.

26. Resiti eksponencijalnu jednacinu:

a) 27 =16
x+3
b) 97 = L
27
Resenje:

a) 277 =16=2""=2"*

x-3=4=x=7

b) 973)‘ ~ L x+3 N (32)73)( ~ i x+3
27 3

1 3(x+3)
3—6x — (5] = 3—6x — 3—3(x+3) — 3—6x — 3—3)(—9

—6x=-3x-9=-6x+3x=-9

-3x=-9=x=3.
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27. Resiti jednacinu:
x+1

100-10*% =1000 *

Resenje:

x+1

x+1

100-10*72=1000 ° =10%-10*2 =(10%) °

x+l x+1

1072 =10° % =10 =10
=213
3

6x=x+1

Sx:1:>x=l.
5

28. Resiti nejednacinu:

57x+3 > 5—3
Resenje:

(v =a" rastuca funkcijaza a >1)

5753 557 =5 7x+3>-3

7x>—6:>x>—g

6
€(——,+®©
X € (=2, +0)

29. Resiti sistem:
2°.37 =12
27.3" =18
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Resenje:

273" =12
27-.3" =18
Podelimo prvu jednacinu drugom:
273 12
273" 18
2x—y '3y—x :g
3
v L _2
373

27 2 (2 ]’” 2
=— | — — —
3 3 3 3

x—-y=l=>x=y+1

Na ovaj nacin smo dobili vezu izmedu xi y. Zamenom x=y+1 u prvu jednacinu
dobijamo:

237 =12

2:27.3" =12
27.3"=6=(2-3)" =6
6’ =6=>y=1
y=l=>x=2

Resenje sistema: (x=2,y=1).

30. Resiti jednacinu:

4+ 4 =320
Resenje:

4+ 47 =320

4-4"+4" =320
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5-4" =320= 4" = 64
4*"=64=4"=4"=x=3

31. Resiti jednacinu:

I oxl o x2 x3
32 =23 =23 432
ReSenje:

1 oxH x2 0 x3
32 =23 =23 432
o3 a2
32 -32 =23 423
x-3 x-2

2:32 =3.23%

3 x2

2 3 Raci o)
3 :2 =32 =273
3 2

W3y =2y

# (& -

x—5=0=>x=5

32. Izra¢unati vrednost izraza:

3log, 25+2log, 27 —-4log, 8
Resenje:

3log, 25+2log, 27 -4log, 8 =
3log, 5 +2log, 3’ —4log, 2’ =

3-2-log;5+2-3-log,3-4-3-log, 2=
3-2:1+42-3:1-4-3-1=6+6-12=0.
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33. Resiti jednacinu:

log(5—x)+2logv3—x =1
Resenje:

log(5—x)+2logV3—x=1

Treba utvrditi za koje vrednosti promenljive x postoje logaritamske funkcije date u
zadatku:

5-x>0 A 3-x>0

x<5 Ax<3

Resavamo jednacinu:
log(S—x)+2log\/E =1
log(5—x)+log(x3—x)* =1
log(5—x)+1log(3—x) =1
log,,(5-x)3-x)=1
(5-x)(3-x)=10
15-5x-3x+x>=10

x*—8x+5=0
L _8x464-20 82411
1,2 — -

’ 2 2

% =4—TT x, =441
Treba proveriti da li ova reSenja zadovoljavaju uslov x < 3.

Zaklju¢ujemo da ovom intervalu pripada reSenje x, =4—+/11, koje je reSenje naSe
jednacine.

34. Resiti jednacinu:

log .(5x%)-log; x =1
Resenje:

Oblast definisanosti : x>0A x =1

log .(5x%)-log; x =1
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(log .5+log, x*)-log: x=1
(log .5+2log, x)-logi x=1

(log .5+2)-log: x=1

( +2)-logl x=1

log, x

Z
log—5x+2-log§x=1

loge™
log, x+2log2 x—1=0

Uvodimo smenu log, x =¢ 1 dobijamo sledecu kvadratnu jednacinu:

2t +t—1=0
_1EJ148 143
b2 4 4
1
tl :—1, t2 :E

Za t,=-1 imamo log, x=-1=x=5" 1

=

Za tZ:% imamo log, x=—=>x=5 =5

N |~

. . 1
Resenja jednacine su: x, = gv X, = J5.
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VI TRIGONOMETRIJSKE FUNKCIJE

Trigonometrija (lat.trigonon-trougao, metron-mera) je deo matematike koji izucava
zavisnost izmedu strana i1 uglova trougla u ravni ili na povrSini sfere. Pomocu
trigonometrijskih funkcija mogucée je odrediti nepoznatu dimenziju, ugao nagiba u
matemati¢kim i tehni¢kim proracunima.

Trigonometrijske funkcije su: sinus, kosinus, tangens, kotangens, sekans i kosekans.

c(hipotenuza/) a(naspramna)

a
A b(nalegla) C

Odnos naspramne stranice i hipotenuze nazivamo sinusnom funkcijom ili sinus i
zapisujemo kao sin.

Odnos nalegle stranice i hipotenuze nazivamo kosinusnom funkcijom ili kosinus i
zapisujemo cos.

Odnos naspramne i nalegle stranice naziva se tangens ili skraceno tg, a odnos nalegle i
naspramne stranice naziva se kotangens ili skraceno ctg.

Kosekans je reciprocna vrednost sinusne funkcije ili skraceno cosec (ili csc), a sekans je
reciprocna vrednost kosinusne funkcije ili skraceno sec.

. a
sina =—, cosa=—
c c

a b c c
tga =—, ctga=—, coseca=—, seca=—.
b a a b

Iz navedenih definicija izvodimo:

sina cosa coseca
tga = ctga=— = , tga-ctga=1.
cosa sina seca
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Slede¢e osnovne relacije nazivaju se osnovni trigonometrijski identiteti ili Pitagorini
identiteti zasnovani na Pitagorinoj teoremi:

sin® a +cos’ a =1, 1+tg’a =sec’a , 1+ctg’a = cosec’a

Vrednosti trigonometrijskih funkcija:

Stepen | Radijan | Sin Cosx Tgx Ctgx Sec ¥ Cosec ¥

0° 0 1 0 00 1 00

A AT AL

45° % \/54 \/54 1 1 J2 J2
60° 7% V3 % % 3 V3 % 2 23 %
90° % 1 0 oo 0 o0 1

Osnovne trigonometrijske formule:

sina+cos’a =1, sina-coseca =1, cosa-seca =1

sina =+V1—-cos’ & :tg—a, cosa =+1-sin’ & -
tl+1g’a +l+1g°a

sin o 1 Jl=sin’«a 1

tga = = , clga =

Jl=sinla ctga & sin g

Funkcije zbira i razlike:
sin(a £ f) =sinacos ftcosasin S
cos(a t f)=cosacos fFsinasin f
tgo Lt
gt p) =820
l¥tgatgf
t tgfF1
ctglat f)= cgacigfl
ctgftctga
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Funkecije viSestrukih uglova:
sin2a =2sina cos @, sin3a=3sina-sin’a

2 : 2
cos2a =cos’ o —sin’ a, cos3a=4cos’a —3cosa

2t 3tga —tg’
1g2a = gczz ,tg3a:ga—‘2ga
l-tg°cx 1-3tg”°x
tg’a—1 tg’a —3ct,
ctg2a _aE e , ctg3a=—cg d > e
2ctga 3ctga -1

Zbir i razlika funkcija:

sina +sin f =2sin

a+’800sa_’3
2 2
sina—sinﬂ=2cosa+'gsina_ﬂ
2 2
cosa+cosﬂ:2003a+ﬂcos P
2 2
cosa—cosﬂz—ZsinaJrﬁsina_ﬂ
2 2
in(a +
1gatigf = sin(e £ f) , ctgatctgf :i—s?n(af,[)’ )
cosacos B sinasin
tga+ctgﬂ—cos(a P ctga—tgﬂzw
cosasin B’ sina cos

Proizvod funkcija:
singsin ff = %[cos(a — f)—cos(a + ﬂ)]
cosa cos ff = %[cos(a - f)+cos(ax + /3)]

sina cos ff = 1 sin(a — f) +sin(a + f)
2 [ ]

Funkcije polovine ugla:

,a l-cosa ,a l+cosa
sin° —=——, c08" —=———
2 2 2 2

,a l—cosa ,a l+cosa
—_—=—, c[g -
2 l+cosa 2 l-cosa
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Funkcije suprotnog ugla:
sin(—a) =—sina, cos(—a)=cosa

tg(—a)=—-tga, ctg(—a) =—ctga

Trigonometrijske jednacine:

Osnovna reSenja Sva reSenja
. ) a=p a=pL+2kr, keZ
sina =sin

a=r-p a=n—-LF+2kr, keZ

a=p a=p+2kr, keZ
cosa =cos f

a=-p a=—f+2kr, keZ
tga =tgf a=p a=p+kr, keZ
ctga =ctgf a=p a=pL+kr, keZ

35. Dokazati sledec¢i identitet:

sin o _l+cosa

1-coso sin o

ReSenje:
I naéin:
sin @ l1+cosa
l—cosa sin &

sine-sina =(1+cosa)(l-cos)
sina =1-cos’ a

sina+cos’ a =1

II nacin:

sina_ l+cosa

l1—cosa sina
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sina sina ;9"“/% Cos 5

- ) .
l-cosa 2sin” % ZSIHZ%

2cos4cos%  2cos’ %4 l+cosa

2sin4cos%¢  sina sina

36. Dokazati sledeci identitet:

1 1+ ctg’a

sifa—cos’a  1-ctg’a
Resenje:

1 1+ ctg’a

sifa—cos’a  1-ctg’a

sina  cos’a
1 in” & + cos’ o sin? 1+ctg’a
_SIn"a+cos"a _sin*g  sin‘a _ g

. . 22 2 - 2
sina—cos’a  sin“a—cos’a sina cos’a 1-ctg’a
sinfa sin’a

37. Dokazati identitet:

sina cos’«a

1- =sin¢-cosa
l+ctga 1+1tga
Resenje:
sina cos’a )
- - =sina-cosa
l+ctga 1+1iga
sina cos’a | sin’ a cos’ «
cosa sin
l+ctga 1+1ga 14+ & 1+
sin « cosa
. . 3
sin’ a cos’a sin’ a cos’ a
sina+cosa COSO!+SiH0! sina+cosa  sina +cosa

sina sina cosa cosa
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sina +cosa —sin’ @ —cos’ @ _ sina +cosa —(sin’ @ +cos’ @)

sina +cosa sin o +cos o

_ sina +cosa —(sina +cos a)(sin® o —sin a cos a +cos’ @)

sina +cosa

_sina+cosa—(sina +cosa)(l—sina cos a)

sina +cos

W(IﬂJrsinacosa)
sine+cosa

=sinacosa

38. Odrediti sva reSenja jednacine:

2sin’ x+sinx =0
ReSenje:

2sin” x+sinx =0
sinx(2sinx+1)=0<sinx=0v2sinx+1=0
sinx=0<x, =kr (k=0,£1,+2,...)

2sinx+1=0<:>sinx=—%<:>xm =7?7[+2m7rvxn =%+27m

(m,n=0,%£1,%£2,...)

39. Za koje a vazi formula:
/l—cosa _ sina
l+cosa 1+cosa

Resenje:

/l—cosa _ sina
l+cosa 1+cosa

\/l—cosa \/1+cosa_ sin o
l+cosa V1l+cosa 1+cosa
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2 .
1—cos™ & sin @

(1+cosa)’  l+cosa
|sina| _ sina
l+cosa 1l+cosa

ReSenje je: 2krn <a<(2k+1)rx.

= |sin a| =sina
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VII POLIEDRI

Poliedar je geometrijsko telo ograniceno sa Cetiri ili viSe povrsi 1 kome su ivice prave
duzi. Poliedri se dele prema konveksnosti, simetricnosti, oblicima povrsi koje ih cine,
broju ivica koje se sastaju u jednom temenu. Naziv se poliedru daje prema broju povrsi
(tetraedar-4 povrsi, pentaedar-5, heksaedar-6,...) i prema obliku povrsi koje ga Cine.

Najpoznatiji poliedri su prizma i piramida.

Prizma

Prizma je geometrijsko telo koje se sastoji od dva paralelna i podudarna mnogougla i
onoliko paralelograma koliko stranica ima jedan od tih mnogouglova. Mnogouglove
nazivamo osnove-baze prizme, a paralelogrami su bocne strane prizme. BoCne strane
prizme obrazuju omotac prizme. Visina prizme je duz koja je normalna na osnove prizme
i ¢ije krajnje taCke pripadaju ravnima osnova prizmi.

Povrsina prizme izrazava se formulom:

P=2B+ M, gde je Bpovrsina baze, a M povr§ina omotaca.

Zapremina prizme izrazava se formulom:

V' =BH gdeje B povrSina baze, a H visina prizme.

Pravilna Cetvorostrana prizma

Kocka:
2
B=a P=6ad’
M =4aH V=g

D=2y +H’ D=a\3

|
|
l
; H Kvadar:
|
|
|

D
P =2(ab+ac+bc)
d V =abc
D=+a*+b* +¢*
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Pravilna trostrana prizma

B:“Z*/g
4
M =3aH

Pravilna Sestostrana prizma

a3
4
M =6aH

B=6

Piramida

Piramida je geometrijsko telo ograni¢eno delom jedne rogljaste povrsi 1 jednim
mnogouglom. Teme roglja je vrh piramide. Mnogougao koji pripada presecenoj ravni je
osnova piramide, a stranice tog mnogougla su osnovne ivice piramide. Odsecci ivica
roglja su bocne ivice piramide, a trouglovi odredeni stranama roglja su bocne strane
piramide. Boc¢ne strane piramide ¢ine omotaé piramide. Duz normalna na osnovu
piramide, ¢ija je jedna krajnja tacka vrh piramide, a druga pripada ravni osnove, naziva se
visina piramide. Visina bocne strane naziva se apotema.

Povrsina piramide izrazava se formulom:

P=B+M, gde je Bpovrsina baze, a M povrSina omotaca.

Zapremina piramide izrazava se formulom:

1 . . .. .
V= EBH , gde je B povrsina baze, a H visina prizme.
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Pravilna Cetvorostrana piramida

B=d*

M:4a—2h:2ah H h

Vazne relacije:

2
h’ =H2+(gj ,
2

gde je @ osnovna ivica, s bo¢na ivica, /1 visina bo¢ne strane, d dijagonala osnove.

Pravilna trostrana piramida

2
B:"*/5
4
M=3
2

Vaine relacije:

s’ =H* +(&T

3

2
n :H2+(%J
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Pravilna Sestostrana piramida

a*\3

B=6
4
M:6a—2h:3ah

VaZne relacije: \'

2
h? :H2+(%j

Zarubljena piramida

Ako se n-tostrana piramida preseCe sa ravni koja je paralelna ravni osnove dobija se
mnogougao homoteti¢an sa osnovom. Deo piramide izmedu tih homotetickih povrsi jeste
n-tostrana zarubljena piramida.

Dz

_5_ — —7\Ic;
WAk Ve

Bz \
H|l h

Di Ill
S1 |
d: |
—_ llll
A _51

Povrsina zarubljene piramide se izrazava formulom:

P=B +B,+M,gdesu B,B, povrSina donje i gornje osnove, a M povrSina omotaca.

Zapremina zarubljene piramide izrazava se formulom:

H
V=?(Bl +B,-B, +B,)
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40. Pravilna cetvorostrana prizma ima omota¢ 8m? i dijagonalu 3m. Izracunati njenu
zapreminu.

ReSenje:

M =8m®
D=3m

V=2
V=BH=a"H
M =4aH

4aH=8:>H=% b H
a

Dijagonala osnove je d = a2 , pa primenom Pitagorine teoreme dobijamo:
d*+H*=D’

(aN2)* + H? =3

2¢*+H*=9

2
2a’ +(£j =9
a

24° +izz9/-a2

a
2a* +4=94*
2a* -94> +4=0

Uvodimo smenu a” =¢, pa poslednja jednacina postaje:

2 —9t+4=0
9+481-32 9+7
T T Ty
1
tl :4, tz 25

th=4=>a =4=>a=2

a1=2:H1:%=1
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1 , 1 1
L=—=a =—=a=—f4
2 2 2
Y
2
szazzHZ:%Q 2 =\2m’

41. Povrsina prave trostrane prizme jednaka je 1440 cm?, a njena visina je

16 cm. IzraCunati osnovne ivice prizme, ako se one odnose kao 17:10:9.

Resenje:

P =1440cm?
H =16cm
a:b:c=17:10:9

a,b,c="?

P=2B+M
1440=2B+M
a:b:c=17:10:9=k
a=17k, b=10k, c =9k

Povr$inu osnove izratuna¢emo primenom Heronovog obrasca:

B= \/S(S —a)(s—=b)(s—c),gdeje s= atbtc poluobim trougla.

=18k

S_a+b+c 17k +10k +9k
2

B =\Js(s—a)(s—b)(s—c) = \J18k(18k —17k)(18k —10k)(18k —9k) =

=18k -k -8k -9k =36k’

M =(a+b+c)H =(17k +10k +9k)-16 = 36k 16 = 576k

41



P=2B+M
1440 =2-36k* + 576k
72k* +576k —1440=0/:72

k> +8k—20=0
—8+/64+80 -8+12
kl,2 = =
2 2
k, =-10, k, =2

Odbacujemo negativno resenje, tj. reSenje poslednje jednacine je k, =2.

a=34, b=20, c=18.

42. Date su osnovna ivica a =10cm 1 visina H =12cm pravilne Cetvorostrane piramide.
Odrediti njenu povrsinu 1 zapreminu.

ReSenje:

a=10cm
H =12cm h

P,V:r) H

v-tpm-Llon
3 3

V :%102 12 =400cm’

ah,

P=B+M=a’+4 5 =a’ +2ah,

Treba odrediti visinu bo¢ne strane. Primenjujemo Pitagorinu teoremu:
2
H+ L] =n?
2 a
12° +5° =h’
169=h>=h =13

P=a’+2ah, =10> +2-10-13 =360cm’
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43. Osnovne ivice pravilne trostrane zarubljene piramide su 2m i 6m. Boc¢na strana
nagnuta je prema vecoj osnovi pod uglom od 60°. IzraCunati zapreminu te piramide.

ReSenje:

a=6m
a, =2m
a =60°
V=2

H=?
1av3 163
oP=——""-_-""_3
32 32 v
00 13 1323 3
32 3% 3
PS = PO-Q0,

23

3

Iz trougla PSQ imamo sledece:

PS

H
tg60°=ﬁ3H:tg6O°-2—f:\/§.2_f:2
3

H=2

60°
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:azﬁ:ﬁzgﬁ

4 4

JBB, =933 =33
V:%(BIWL,/BIB2 +B,))

V=§(9@+3ﬁ+ﬁ)

Bl

V:%BI:#W

44. Osnova piramide je pravougaonik ¢ija je povrsina S i1 ugao izmedu dijagonala 60°.
Odrediti zapreminu piramide ako su bo¢ne ivice nagnute prema ravni osnove pod uglom
od 45°.

Resenje:
B=S
d
2d,0d, = 60° H:E
o =45° B=2P,, +2P,,
d d g o d d o3 o
V9 B:22251n60 +22251n120
243 23
V:lBH B:d_2+d_2:£d2
3 4 4 4
59 D C
60°
d
o
A B
50
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d*=S

V3
4

48 28

NE) e
Js 1 1 .JS  Ss,

H=—+ Vz—BHz—S—:T 27

S
=
B3 343

48 =\3d* = d’

45. Ivice pravouglog paralelepipeda a,b,c, koje polaze iz jednog temena, odnose se kao

m:n:p, a dijagonala osnove (a,b) je
paralelepipeda.

Resenje:

d.

ab:c=m:n:p

d

PV =7

a:b:c=m:n:p=k

m+n m’ +n’

45

Izracunati

povrsinu

i

zapreminu



CcC=

Nm® +n’
P=2(ab+bc+ac)

P:2( md nd N nd pd N md pd ]:
i+ Nm2+n® NmE e JmPend m? en? Nm

mnd’ +npd® + mpd’ B 2d’ (mn +np + mp)

P=2

m’ +n’ m’ +n’
md nd pd mnpd’

V =abc = ==
\/m2+n2 \/m2+n2 \/m2+n2 \/(m2+nz)3
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VIII OBRTNA TELA

Obrtna povrs je povrs koju obrazuje jedna linija koja se rotira oko jedne stalne prave.
Linija koja izvodi kretanje naziva se izvodnica, a stalna prava osa rotacije. Telo
ograniceno jednom obrtnom povrsi ili delom obrtne povrsi i ravnima normalnim na osu
rotacije naziva se obrtno ili rotaciono telo.

Valjak

Povr§ obrazovana kretanjem prave koja ostaje stalno paralelna samoj sebi naziva se
cilindri¢na povrs. Valjak je geometrijsko telo ograniceno sa dva kruga u paralelnim
ravnima i delom cilindricne povrsi, Cije su izvodnice normalne na ravni tih krugova.
Krugovi su osnove valjka. Omotaé valjka naziva se deo cilindri¢ne povrsi izmedu ravni
osnova. Visina valjka je duZz normalna na osnove sa krajnjim tatkama u osnovama.

Povrsina valjka izrazava se formulom:
P=2B+M
B=r'nm, M =2rzH

72t N\

N

gde je B povrSina osnove, M povrSina omotaca valjka, rpolupre¢nik osnove, H visina
valjka.

Zapremina valjka izrazava se formulom:

V =BH

Osni presek valjka je pravougaonik sa stranicama H i 2r i dobija se presekom valjka i
ravni koja sadrzi osu valjka.

Poprecni presek valjka je krug poluprecnika ri nastaje presekom valjka i ravni koja je
paralelna ravni osnove.

Ravnostrani valjak je onaj valjak kod koga je 2r = H .
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Kupa

Ako se prava krece tako da stalno prolazi kroz jednu istu tacku, onda se nastala povrs
naziva konusna povrs. Tacka kroz koju prolazi prava naziva se vrh konusne povrsi, a
sama pokretna prava izvodnica ili generatrisa.

Prava kruzna konusna povrs je obrtna povrs cija osa rotacije spaja vrh i centar kruga.

Ako se prava kruzna konusna povrs presece jednom ravmni normalnoj na osu, onda ta
ravan i deo kruzne konusne povrsi obrazuju jedno obrtno telo koje se naziva prava
kruzna kupa ili samo prava kupa.

Deo presecene ravni ogranic¢en konusnom povrsi (krug) je osnova kupe, a deo konusne
povrsi izmedu vrha i osnove je omotac kupe. 1zvodnice konusne povrsi, koje pripadaju
omotacu kupe, nazivaju se izvodnice kupe. Rastojanje izmedu vrha i ravni osnove kupe je
visina kupe, a duz koja spaja vrh sa srediStem osnove osa kupe. Osa prave kupe je ujedno
1 njena visina.

Zarubljena kupa je deo kupe ogranicen osnovom kupe, jednom ravni paralelnom sa
osnovom i odgovarajucim delom konusne povrsi. Osnova pune kupe, iz koje je dobijena
zarubljena kupa, 1 krug u preseku kupe 1 date ravni, nazivaju se osnove zarubljene kupe.

Povrsina kupe izrazava se formulom:

P=B+M
B=r'r
M =rxzs

N~

Zapremina kupe izrazava se formulom:

v=Lpn
3

Vazna relacija:

sP=r*+H?
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Povrsina zarubljene kupe:

P=B+B,+M gde su B,,B, povrSina donje 1 gornje osnove sa polupre¢nicima R 1 r,
a M povrSina omotaca.

B =Rz
B, = r’r
M =R+r)xs

&
Zapremina zarubljene kupe:

V :%H(B1 +. BB, +B,)

H
V=”T(R2+Rr+r2)

Lopta

Geometrijsko mesto tataka u prostoru podjednako udaljenih od jedne iste tacke (centra)
jeste jedna povrs, koja se naziva sfera ili loptina povrs.

Telo ograniceno sferom naziva se lopta.

Duz koja spaja centar sa jednom tackom sfere jeste njen poluprecnik (radijus), a duz
koja spaja dve proizvoljne tacke sfere je tetiva sfere. Tetiva koja prolazi kroz centar sfere
naziva se precnik (dijametar).

Sfera moze nastati i rotiranjem polukruga oko njegovog precnika. U tom slucaju centar
polukruga je istovremeno 1 centar sfere, a njegov poluprec¢nik je i1 poluprecnik sfere.

Prema tome, sfera je obrtna povrs, a lopta obrtno telo.
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Povrsina lopte izrazava se formulom:

P=4R’r, gdeje R polupre¢nik lopte.

: 4
Zapremina lopte se izrazava formulom: V = §R3 T

46. Koliko je kvadratnih metara metalnog lima potrebno za izradu cilindricnog dimnjaka
visine 18m 1 pre¢nika 65cm?

Resenje:
H =18m

2r =65cm =
r=32.5¢m=0.325m

M=?
720 N
H
M =2rmrH
M=065-3.14-18 N
M =36.74m

47. U kruznom valjku upisana je trostrana prizma, a u prizmu je upisan valjak. Odrediti
razmeru zapremina tih valjaka.
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Resenje:

AN

1 la\/g ax/g
=—h=>r=——%-—=—+
3 3 2 6

ro2ppo2av3_al3
3 3 2 3

V.=BH=r'nH

V,=B,H=R7H

ax/gz 3a’
N SR
R72H R (&)z 3@ 3d” 36, 4
3

9

Vv,
Vi:V,=1:4

48. Izracunati povrSinu 1 zapreminu kupe, ako je njena izvodnica za 1 cm duza od visine,
a precnik osnove je 1 dm.

Resenje:

2r=1dm = r =5cm s
H+1lem=s
PV =2 H
P=B+M
P=r'zw+nrs r

~

P+H ="=>r+H =(H+1)Y =5 +H =H +2H +1>
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=>2H=24=H =12cm=>s=H +1=13cm
P=57+7-513=257+657 =907zcm*

V =%r27rH =%52 712 =1007zcm’

49. Povrsina lopte jednaka je povrSini omotaca valjka opisanog oko te lopte. Dokazati.
ReSenje:

P =M, 2R=H, P, =4R’x

b | 4

~_ “

H

M, =2RzH =2Rz-2R=4R’wr =P,
:>PL :MV

50. Visina kupe je 12cm, a povrSina osnog preseka je 42 cm?. Odrediti povr§inu osnove 1
izvodnicu kupe.

ReSenje:

H=12cm
P, =42cm’
2rH

P,=——=rA
oP 5 :

42=r-12=r=3.5cm ~

B=r’r=3.57=12.25-3.14 =38.465cm*

s=r? +H? =J(3.57 +127 =/12.25+144 =/156.25 =12.5cm
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IX ANALITICKA GEOMETRIJA U RAVNI

Tacka

1. Rastojanje izmedu dve tacke

Neka su u odnosu na izabrani koordinatni sistem XOY date tacke M (x,y,) i

M ,(x,,y,) . Njihovo rastojanje odreduje se pomocu formule:

d= \/(xz _x1)2 +(y, _y1)2 .
2. Deljenje duzi u datoj razmeri. Koordinate sredine duzi.

Ako je tatka M(x,y) unutra$nja tacka duzi MM, (M, (x,,y,) 1 M,(x,,y,)) 1 ako je

MM . . :
data razmera A = MMI u kojoj tatka M deli duz M ,M,, onda se koordinate tacke M
2
odreduju obrascima:

x_xl‘*';txz _ntAy,
1+1 1+1

Ako je tacka M srediSte duzi M M, (A =1) njene koordinate su:

x:xl+x2 Nty
2 2
3. PovrSina trougla

Neka su M, (x,,y,), M,(x,,y,), M;(x;,y,) temena datog trougla M ,M,M, odredena

pomoc¢u naznacenih koordinata u odnosu na izabrani pravougli koordinatni sistem XOY .
Tada je povrSina trougla data obrascem:

1
P:E|xl(y2 - y)+x5( =)+ _y2)|-

Prava linija

1. Jednacina y=kx+n predstavlja eksplicitni oblik jednacine prave;, k =tga je
koeficijent pravca prave; o je ugao koji prava gradi sa pozitivnim delom x -ose,
a nje odsecak koji prava odseca na ordinatnoj ( v ) osi. Odsecak koji prava odseca

na apscisnoj (x) osije m = "
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. Jednatina = +2 =1 , (m#0,n+0) predstavlja segmentni oblik jednacine prave,

m n
m 1 n su odsecci prave na koordinatnim osama.

. Jedna¢ina Ax+ By+C =0, naziva se opsti oblik jednacine prave ili Dekartova
jednacina prave linije, gde su 4, B1 C realni parametri.

Tangens ugla ¢, koji grade dve prave koje se seku, a ¢iji su koeficijenti &, 1 k,
odreduje se obrascem:

kz _kl

1+kk

12

kz _kl

1+ kk,

tgp = (orijentisani ugao); tge = (apsolutni ugao);

. Koeficijenti pravaca k, i k, paralelnih pravih zadovoljavaju uslov k, =k, .

. Dve prave su normalne ako njihovi koeficijenti pravaca zadovoljavaju uslov:
1
k, =——.
k,
. Jednacina pramena pravih koje prolaze kroz datu tatku M(x,y,), a imaju
proizvoljni koeficijent k£ ima oblik: y—y, =k(x—x,).

Vo= N

. Jednaina y—y, ==———(x—x,) predstavlja pravu liniju koja prolazi kroz dve
Xy =X
date tacke M (x,,y,) 1 M,(x,,y,);1zraz k = L2Th je njen koeficijent pravca.
Xy =%

Odstojanje d tacke M (x,,y,) od prave Ax+ By +C =0 dato je formulom:

d:|Axl +By1+C|.

\JA* + B?

Kruznica

KruZnica je skup taCaka u ravni ¢ija su rastojanja od jedne stalne tacke, jednaka datoj
velicini.

Jednacina kruZnice

Opsta jednacina kruznice je:

(x=p)Y+(y—q) =r’
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gde je S(p,q) centar kruZnice, a rpolupreénik. Ako se centar kruznice nalazi u
koordinatnom pocetku onda je p =¢q =0, pa jednacina kruznice ima oblik:

X +yt=r.

ar
N

Ako je jednacina kruznice data u obliku

¥ +y +dx+ey+ f=0

tada je

Prava i kruzZnica

Prava y = kx+n je tangenta kruznice x* +y* =r*, ako je zadovoljena relacija
k> +)=n".

Prava y=kx+n je tangenta kruznice (x—p)’+(y—q)>=r", ako je zadovoljena
relacija:

r(k* +1)=(kp—q+n).
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y=kx+n

Prava Ax+By+C =0 je tangenta kruznice (x—p)’ +(y—q)> =r", ako je zadovoljena
relacija:
2 _(Ap+Bg+Cy
A+B

Ako je M(x,,y,) neka tacka kruznice (x—p)’+(y—q)’ =r", jednaina tangente
kruZnice u toj tacki glasi:

(x=p)x,—p)+(y—q)»—b)=r>.
Elipsa

Elipsa je skup tacaka u ravni s osobinom da je zbir rastojanja ma koje tacke od dveju
datih tacaka stalan broj.

Zbir rastojanja 1, +r, =2a, 1, 1 r, su potezi elipse; stalne tacke Fi(—e,0) 1 F,(e,0), Cije

je rastojanje FF, = 2e nazivaju se ZiZama elipse. Duzi A A, =2a1i BB, =2b su velika i

mala osa; a duzi OA,=a i OB, =b su poluose elipse. Broj e=+a’-b*, (e<a) je
linearna ekscentricnost elipse.

5,(0,b)

) (—a,O)Q y 4,(a,0) X

B, (0,-b)
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Jednacina elipse

2 2
Jednagina x_2+2/_2 =1 ili b°x*+a’y’ =a’h® (a>b) predstavlja centralnu jednacinu
a
elipse.
Prava y =kx+n dodiruje elipsu —+ 2;—2 =1akoje a’k> +b* =n".
a’
ednadina tangente eltpse ~+ ) —1 u njenoj tacki M(x,,y,) Je bz =1.
a’ a’

Hiperbola

Hiperbola je skup tacaka u ravni s osobinom da je razlika rastojanja ma koje tacke od
dveju datih tacaka stalan broj.

Razlika rastojanja oznacava se sa 1, —r, =2a, (a>0), 1, 1 r, su potezi hiperbole; stalne
tacke Fi(—e,0) 1 F,(e,0), Cije je rastojanje FF, =2e nazivaju se ZiZama hiperbole

(a<e).Broj e=~a’ +b" je linearni ekscentritet hiperbole.

y

F(-e0) ¢ “ Fy(e.0) X

Jednacina hiperbole
2 2
Jednagina %—;—2 =1ili b°x* —a’y* =a’b’ predstavlja centralnu jednacinu hiperbole.

2 2

Prava y = kx+n dodiruje hiperbolu x_z_zz_z =1akoje a’k*—b* =n".
a

Prave y = éx 1y= —éx su jednacine asimptote hiperbole.
a a

2 2
Jednacina tangente hiperbole x—z—Z—z =1 u njenoj tacki M(x,,y,) je x—)il —% =1.
a a
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Parabola

Parabola je skup tacaka u ravni s osobinom da je rastojanje svake tacke od jedne stalne
tacke jednako odstojanju te tacke od jedne stalne prave.

Stalna tacka F (%,OJ je ZiZa parabole, a stalna prava Cija je jednacina x+§=0 je

direktrisa parabole.

x=-p/2

F(p/2,0)

Odstojanje tacke F od direktrise obelezava se sa p i naziva se parametar parabole;
koordinatni pocetak je teme parabole.

Jednacina parabole

Jednac¢ina y® =2px predstavlja konacni oblik jednacine parabole, koja lezi u desnoj
poluravni, ima teme u koordinatnom pocetku, a osa joj se poklapa sa osom Ox .

Jednac¢ina y*> =-2px predstavlja konacni oblik jednacine parabole, koja leZi u levoj
poluravni, ima teme u koordinatnom pocetku, a osa joj se poklapa sa osom Ox .

Prava y = kx+n dodiruje parabolu y* =2px ako je p° =2knp .

Jednacina tangente parabole ) =2px u njenoj tacki M(x,,y,) je yy, = p(x+Xx,) .

51. Na y-osi odrediti onu tacku koja je podjednako udaljena od tacaka A(2,—4) i
B(6,-2).

ReSenje:

Kako tacka pripada y -osi trazimo je u obliku C(0, y).
d(4,C)=d(B,C)
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Koristeé¢i formulu za rastojanje izmedu dve tacke d = \/ (x,—x)*+(y,—¥,)* dobijamo:

JO=2 +(y+4) =J(0—-6)* +(y+2)* /°
4+(y+4) =36+ (y+2)

4+ ¥ +8y+16=36+ )7 +4y+4
8y—4y=40-20

4y =20

y=35

L

A

52. Data su dva susedna temena paralelograma A(-3,5) i B(1,7), kao i presecna tacka
dijagonala M (1,1). Odrediti koordinate druga dva temena.

Resenje:

Treba odrediti temena C(x,,y,) 1 D(x,,¥,).

Kako se dijagonale paralelograma polove, to je tacka M srediSte duzi AC 1 BD.
1z relacije da je M srediste duzi AC dobijamo:
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-3+x

=l= -3+x=2=x=5

2N 1o 54y =22y =-3

Iz relacije da je M srediste duzi BD dobijamo:

== l+x,=2=x,=1

TraZena temena su C(5,-3)1 D(1,-5).

53. Tacke A(-4,-2), B(2,4) i C(-3,y) su temena trougla. Odrediti y tako da povrSina
trougla bude 21.

Resenje :

Polazimo od obrasca za povrsinu trougla:

1
P=E|x1(y2 =)+ 5 =)+ x5 _yz)|

21:%|—4(4—y)+2(y+2)—3(—2—4)|
42=|-16+4y+2y+4+18|
42=16y+6|

42=[oy+o|- {—6(2;?6), i Z i
Prvo resenje:

42=6y+6=> 6y=36=> y=6
Drugo resenje:

42=—(6y+6)= 6y=-48= y=-8.

54. Temena trougla su A(2,-4), B(7,6) 1 C(12,1). Tatka M deli stranu AB u razmeri
2:3,atacka N stranu BC urazmeri 3:2; odrediti:
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a) povrsine trougova ABC, MNB i povrsinu trapeza ACMN

b) razmeru povrsina trouglova ABC i MNB

Resenje:

a) S obzirom da tacka M(x,,,y, ) deli stranu 4B u razmeri 2:3 to je %ZIL_B . Na

osnovu ove razmere odredujemo koordinate tacke M :

2+g 7 —4+2-6
Xy = 3 =4, vy 3 =0
2 2
I+— 1+—
3 3
M(4,0)

S obzirom da tacka N(x,,y,) deli stranu BC u razmeri 3:2 to je %= % . Na osnovu

ove razmere odredujemo koordinate tacke N :

7+;42 6+;4
XN:—3:10,yN: 3 :3
1+= 1+=
2 2
N(10,3)
Povrsina trougla MNB :
! 2
P vvs :5|4'(3—6)+10-(6—O)+7.(0_3)|:77

Povrsina trougla ABC:

A

P, isc :%|2'(6—1)+7-(1+4)+12-(—4_6)|zg

PovrSina trapeza ACMN :

7527 48,

PDACMN = [)AABC RN _7 2 2

75
b) P, isc Lzé
P 27 9

2

PAABC :PAMNB =25:9
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55. U jednacini 3y —5x+4p—3=0 odrediti parametar p tako da prava:

a) prolazi kroz koordinatni pocetak

b) da odseca na y -osi odsecCak 3.

Resenje:

Jednacinu 3y —5x+4p—3=0 svodimo na eksplicitni oblik:

5 —4p+3
==x+
4 3 3

a) Kako prava prolazi kroz koordinatni pocetak, tacka O(0,0)zadovoljava jednacinu

prave:

S L 4p3=0= p=%

0=0+

—4p+3

b) Odsefak n na y -osije 3, odnosno =3= —-4p+3=9=> p=—§

56. Prava prolazi kroz tacku M (-5,4)1 sa koordinatnim osama zaklapa trougao povrsine
P =5. Odrediti njenu jednacinu.

Resenje:

Jednacinu prave trazimo u obliku y =kx+n

Pop=5= 5=

2 AOB 2

2 2
xlz—%, ylzn:—%:lO: k:—:l—o

Kako tacka M (-5,4) pripada pravoj, ona zadovoljava njenu jednainu: 4 = -5k +n .

Resavamo sistem:

4=-5Sk+n
W =>n+2n-8=0

10
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Resenja sistema su:

n, =-4, k1=—§
5
2
7’12:2, kzz—g

Dobijamo dve prave koje zadovoljavaju postavljene uslove:

8 . 2
=——=x-41y=——x+2.
4 5 Y 5

57. Odrediti ugao pod kojim se seku prave:
a) x+2y-9=01x-3y+14=0

b) x\3-y+4=01ixJ3+y-4=0

Resenje:
e . . 1 9. 1 14
a) ZapiSimo prave u eksplicitnom obliku: y = —Ex +5 1y= gx +?
o . : 1. 1 . k, =k,
Koeficijenti pravca ovih pravih su k&, =—— 1 k, =—. Koriste¢i obrazac tgp=———
2 3 1+ kk,
1 1
375 1 1
dobijamo fgp = 3 121 =1= ¢=45°. Ako uzmemo k, =§ 1 k, :_E dobijamo
-3

tgp=—-1= ¢=135
a) y:\/§x+4 y:—\/§x+4,k1:\/§ik2=—\/§
tg(o:\/gz @ =60°

U slucaju £, = B3 i k,= B dobijamo tgp = 3= @ =120°.
58. Odrediti tacku R simetricnu s tackom P(-5,13) u odnosu na pravu 2x—3y—-3=0.
Resenje:

Obelezimo datu pravu sa p:2x—3y—-3=0 1 =zapiSimo je u eksplicitnom

obliku: y :§x—1.
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Neka tacke P 1 R pripadaju nekoj pravoj ¢, koja je zbog simetri¢nosti tacaka normalna

napravu p.
Koriste¢i obrazac za jednacinu prave kroz dve tacke dobijamo jednacinu prave g¢:

y—-13= )::—:_153(x +5), gde su x, i y, koordinate tatke R koje treba odrediti.
R

S obzirom da su prave ortogonalne imamo da je k,-k, =—1, gde su k, i k, koeficijenti
pravaca pravih.

2 3
kp =§:> kq :—5

ye=13 3 11-3x,

=
x5 2 T

Kako su tacke P 1 R simetri¢ne u odnosu na pravu p imamo da je d(P, p) =d(R, p)

2:(-5)-3-13-3] [2x, -3y, 3|
V2% +3 V2% +3

52=2x,-3y,-3

s2-2x, 31 73% 3/,
104 = 4x, —33+9x, -6
143 =13x,
11-3x, 11-33
ll=x,= y, = 5 k= 5 =-11

Tacka simetri¢na tacki P je R(11,-11).

59. Na¢i jednaCinu prave koja prolazi kroz presek y-ose i prave 3x+2y—-6=0 1
paralelna je pravoj x—2y+3=0.
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Resenje:
Treba odrediti prese¢nu tatku y -ose i prave 3x+2y—6 = 0. ReSavamo sistem:

x=0
3x+2y-6=0

Resenje je tacka A(0,3). Dakle treba odrediti jednacinu prave g koja sadrzi tacku A4 i
paralelna je pravoj x—2y+3 =0. Paralelne prave imaju jednake koeficijente pravaca.

I 3 1 1

xX=2y4+3=0=> y=—x+—=>k, =—=k =—

P Y Y 2 2 ) 2
Jednadinu prave ¢ traZimo u obliku y =k x+n, , odnosno y:%x+nq. Tacka A(0,3)

pripada traZenoj pravoj: 3=0+n, = n, =3.

y o ” 1
TraZena prava ima jednacinu: y = Ex +3.

el

60. 1z tacke A(6,9) polazi svetlosni zrak pod uglom od 45° prema pozitivnom delu ose

Ox, dolaskom do ose Ox zrak se odbije od nje. Odrediti jednaCinu padajuceg i
odbijenog zraka.

Resenje:

Padajuci zrak sadrzi tacku A(6,9) i pada pod uglom od 45° = k =1g45°=1
yv=kx+n= 9=6+n= n=3

Jednacina padajuceg zraka: y =x+3.
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Ugao pod kojim zrak pada jednak je uglu pod kojim se zrak odbija, §to znaci da je ugao
koji odbijeni zrak zaklapa za pozitivnim delom ose Ox 135°, odnosno k =tg135°=—1.

Padaju¢i zrak sece osu Ox u tacki koji dobijamo reSavanjem sistema:

{yzo
=>x=-3
y=x+3

Resenje je tacka B(—3,0) koja pripada i odbijenom zraku:
y=kx+n= 0=3+n=> n=-3

Jednacina odbijenog zraka: y=—-x-3.

61. Tacka A(—4,5) je teme kvadrata Cija dijagonala lezi na pravoj 7x—y+8=0.
Napisati jednacine stranica i druge dijagonale kvadrata.

Resenje:

Zamenjujuci koordinate tacke 4 u jednainu 7x— y+8 =0 vidimo da joj ona ne pripada.

d:7Tx-y+8=0, Aed,

le_dzj kdlkdz :_1’ kdl == kdz :_%
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d,: y—52—%(x+4): 7y+x-31=0.

Trazimo presec¢nu tacku S dijagonala kvadrata. ReSavamo sistem:

Tx—y+8=0 1 9
jt _x:——,yz—
x+7y-31=0 2 2

S(_l 2) o X2
2 )T

Odredujemo koordinate temena C(x.,y.)

_ XX

X = X =2x,—x,= x.=3

VitV
yS:%: Ve =2y5=y,= Ve =4

e

542

d(4,8)=d(B,S)=d(D,S)=—=

d(A,S>=d(B,S)=d<D,S>=\/(H%j {y_%j

Tacke B 1 D pripadaju dijagonali d, :7x—y+8=0.
ReSavamo sistem:

Tx—y+8=0

3]0 -

B(-1,1),D(0,8)

y="7x+8 x, =0,y =8
=
50x* +50x=0 |x,=-Ly,=1

Jednacina stranice 4B :
_5-1
—4+1

y-1 (x+1)= 3y+4x+1=0

Jednacina stranice BC:
_1-4
-1-3

y—4 (x=3)= 4y-3x-7=0

67



Jednacina stranice 4D :

y—8:5—_48x:> 4y—-3x-32=0

Jednacina stranice DC :

y—8= x= 3y+4x-24=0

62. Odrediti jednacinu kruznice koja prolazi kroz tacke A(3,1)i B(6,4), a centar joj se
nalazi na y -osi.

Resenje:

S(p,q) -centar kruZnice

Posto se centar kruznice nalazina y-osi = p=0
Tacke A(3,1)i B(6,4) zadovoljavaju jedna¢inu kruznice: (x—p)> +(y—¢q)* =r°

(3-0)+(1-¢)° =+’
(6-0)"+(4-¢q)* =1

(3-0)°+(1-¢)" =(6-0)"+(4—-¢)’
6g=42= q=7

r’=9+(1-7) =45

Jedna¢ina kruznice je x* +(y—7)* =45

63. Kroz tacku A(—1,y) kruznice x°+y* —2x+6y+5=0 povucena je tetiva koja je
paralelna sa pravom x—3y+7=0. Odrediti jednainu tetive i njenu drugu presecnu
tacku.

Resenje:
Prvo treba odrediti drugu koordinatu tacke A :

1+y* +2+6y+5=0
Y +6y+8=0= y, =-2,y, =—4
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Dakle postoje dve tacke: A4, (-1,-2) 1 4,(-1,-4).

Tetiva je paralelna sa pravom y = %x+§, pa su im koeficijenti pravaca jednaki, k, = %,

k, -koeficijent pravca tetive.

. . : . . 1
JednacCina tetive koja prolazi kroz tacku 4 (-1,-2) je y+2= 3 (x+1) odnosno
x—3y—-5=0. Trazimo drugu presecnu tacku sa kruznicom. Resavamo sistem:

4+3?=2x+6y+5=0
{x Y TEATY = (3y+5)2 4y’ -6y-1046y+5=0

x=3y+5

= Y’ +3y+2=0= y,=-2,y,=-1=x,=-1Lx,=2

Druga presec¢na tacka je B (2,-1).
JednacCina tetive koja prolazi kroz tacku 4(-1,-4) je y+4= %(x +1) odnosno
x—3y—11=0. Trazimo drugu presec¢nu tacku sa kruznicom. ReSavamo sistem:

+3?=2x+6y+5=0
{x y TRy = Gy+11Y2+3% -6y-22+6y+5=0

x=3y+11

= 507 +33y+52=0= y, =4y, :—§:>x1 =-1,x, :%

Druga presecna tacka je B, (?, —%) .

64. Odrediti poloZaj prave i1 kruZnice:

a) x+y-9=01i (x=2)+(y-1>=25

b) x+y+4=01 x2+y2—2y—3=0

c) 4x+3y-36=01i x*+1y* —4x—-2y-20=0
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Resenje:

Napomena:

Neka je data prava t: Ax+By+C=0 i kruznica (x—p) +(y—q)’ =r>, gde je
S(p,q) -centar kruznice, » -poluprecnik kruznice.

Ako je d(S,t) <r prava sece kruZnicu.
Ako je d(S,t) =r prava dodiruje kruznicu.
Ako je d(S,t) > r prava i kruZznica nemaju zajednickih tacaka.

a) t:x+y—-9=0, (x=2)+(y-1>=25

S2,1), r=5

2+1-9
a’(S,t):| |: 62 =32<5=> prava sece kruznicu

2 2
2 2 d e
b) t:x+y+4=0,x"+y -2y-3=0, pz—E:O, q:—Ezl,

r= \/p2+q2_f=25 S(Oal)a r=2

0+1+4
d(S,t)=| NA |=5\2/§=3\/§>2 = prava i kruznica nemaju zajednickih tacaka

¢) t:4x+3y-36=0,x"+y"—4x-2y-20=0,p=2,g9=1, r=5

8+3-36
d(S,t)= % = ? =5 =r = prava dodiruje kruznicu.

65. 1z tacke A(-5,7) van kruznice povuéene su tangente na kruznicu x° +3* +8x—-9=0.
Odrediti:

a) povrsinu trougla ¢ija su temena data tacka i dodirne tacke pomenutih tangenata;
b) jednacinu kruZnice opisane oko tako dobijenog trougla
¢) ugao pod kojim ova kruznica sece datu kruznicu

d) jednacinu zajednicke secice ovih kruznica.
Resenje:

a) Treba odrediti jednacine povucenih tangenata y =kx+n
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¥+’ +8x-9=0, p=—%=—4, q=—§=0, r=Ap +q¢’ —f=5

Tacka A4 pripada trazenoj tangenti : 7=—-5k+n
Uslov dodira prave i kruznice: > (k> +1) = (kp —q +n)> = 25(k* +1) = (-4k +n)* =

25(k> +1) = (—4k +T+5k)’ = 12k =Tk —12=0= £, =—%,k2 =§

n, =745k =%, n, =745k, :?

Jednacine tangenata iz tacke A4 su:

l‘I:y:—ierE

4= 4
t:yzix-i-ﬂ
373

Treba odrediti u kojim tackama ove tangente dodiruju kruznicu.

Resavamo sisteme:

X+ +8x-9=0 313
3 13 :>x2+(—Zx+1)2+8x—9=0:(x+1)2=0:x=—1

=—=x+
YT

y=4
Tacka B(—1,4)
X+ +8x-9=0 41
4 41 :>x2+(§x+?)2+8x—9:0:>(x+8)2:0:>x=—8

y==x+—

3 3
y=3
Tacka C(-8§,3)
Treba odrediti povrSinu trougla ¢ija su temena: A(-5,7),B(—1,4),C(-8,3)

P :%|xl(y2 — 1)+, =)+ x50 = )| :%|—5(4—3)—1(3—7)—8(7—4)| =12,5
b) Tacke A(-5,7),B(-1,4),C(-8,3) pripadaju trazenoj kruznici:
(=5-p)'+(71-¢q)" =1

(—1-p) +(4-¢q)* =r

(-8-p)’+(B-¢q)’ =1’

71



- (-5-p) ' +(T-q) =(-1-p)’ +(4-q)’
8p—6qg=-57

_ (B=p)+B-q) =(-1-p) +(4-g)’
~14p—-2¢=56

Resavamo sistem:

8p—6qg=-57 9 7 , 50
s P=—7.4 =7, =—
-14p-2qg=56 2 2 4
Trazena kruznica:
(x+%)2+(y—%)2 :57?: x2+y2+9x—7y+20:0

c) Da bismo odredili ugao pod kojim se seku kruznice, treba konstruisati tangente na
kruznice u presecnim taCkama ovih kruznica. Ugao izmedu tangenata da¢e nam ugao
pod kojim se seku kruznice.

Kruznice se seku u tatkama B(-1,4),C(-8,3).
Kroz tacku B(—1,4)postavicemo tangente na kruznice:

. . 3 13
Tangentu na kruznicu x* + y*> +8x—9=0 smo veé odredili: y =—=—x+ "

Treba odrediti jedna¢inu tangente na kruznicu x° +y* +9x—7y+20=0
7

x2—|—y2+9x—7y—i—20=0:>(x-i—%)z+(y—5)2 =¥

Tacka B pripada kruznici, pa koriste¢i obrazac (x— p)(x,— p)+(y—q)(y,—b) =+’

dobijamo jednacinu tangente : (x+ %)(—1 + %) +(y- %)(4 - %) = % , 4.

tiry=—Tx=3,k =-7

——+7

Igp = 43 =1= p=45°.

I+=-7
4

d) Zajednicka secica je prava koja prolazi kroz tacke B(-1,4) 1 C(-8,3):

4-3
-1+8

y-3= (x+8) = 7y—x-29=0.
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66. Pod kojim uglom se iz ta¢ke P(—6,3) vidi kruznica x> +)* -6y =07
Resenje:

Kroz tacku P(—6,3) postaviCemo tangente 7, : y = kx+n na kruznicu X+ —6y=0.
X+ —6y=0=>x"+(y-3)"=9

p=0,g=3,r=3

Tacka P pripada tangenti 3 =—6k +n

Uslov dodira: #*(k* +1)=(kp—g+n)* = 9(k* +1) =(-3+3+6k)’ =

27k* =9
1 1
k =—4.k,=——
ERVE IV
6 6
n=3+—,n,=3——
BT B

Jednacine tangenata:

t ;y:Lx+3+£

V3 V3

1 6

fz y——$x+3——3
‘_1_1

tg(o=|k2_kl|— 3 \/§=\/§tg(p:\/§:> @ =060°

1+ kk, | | 11
l—
V343
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Dakle, kruznica se vidi pod uglom od 60°.

67. Napisati jednacinu elipse, ako se dva njena temena nalaze u tatkama A4,(8,0) 1
A4,(-8,0), a ziZze imaju koordinate (£5,0).

Resenje:

Na osnovu temena 4,(8,0) 1 4,(-8,0) zakljuujemo da je a =8 .

Zize su F(5,0) i F,(-5,0) = e=5

e=\a’-b*/?
e=a"-b"= b =a"-¢ =b*=64-25=39
Jednacina elipse:

2 2

x_+y_:1
64 39

68. Odrediti zajednicke tacke elipse x° +4)° =4 i kruznice, koja prolazi kroz Zize elipse,
a centar joj je u temenu na pozitivnom delu ordinatne ose.

Resenje:

X’ +4y° =4

x2 2

Tl 1o aP=4p7 =1
4 1
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Zize su F(+/3,0) i F,(—/3,0)

Temena na ordinatnoj osi su B,(0,b) = B,(0,1) i B,(0,-b) = B,(0,-1)
Dakle centar kruznice je tacka B,(0,1) a polupre¢nik je r =d(B,, F))
r=d(B,F)=~3+1=2

Jednagina kruznice je: x* +(y—1)> =4

Da bismo odredili presecne tacke elipse i1 kruznice, reSi¢emo sistem:

x*+4y* =4 x’=4-4y°
{ g = Y :>—3y2—2y+1:0:>y1=—1,y2:%

x2+(y—1)2:4 x2+(y—1)2:4
n=-Lx =0
1 42
PRIy
1 42
BRI
Prese¢ne tacke su: B,(0,-1), MA%,%), Mﬂ—#,%).

N

69. Na pravoj x=-5 odrediti tatku podjednako udaljenu od leve zize i temena koje
pripada pozitivnom delu ordinatne ose elipse x° +5y° = 20.

ReSenje:

x*+5y* =20

x2 2

XY= 2=20,07 =4
20 4
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e=+a’-b =~20-4=4
Zize su F (4,0) i F,(—4,0)
Temena na ordinatnoj osi su B,(0,2) i B,(0,-2)

Trazimo tacku M (-5, y)tako daje d(M,F,)=d(M,B))

d(M,F,)=d(M,B)= \J(-4+5)* +)* =[(-5) +(y—-2)* /*
1+y* =25+ -4y +4
4y=28= y=7

Trazena tacka je M (-5,7).

70. Tacka M(x,,y,) na elipsi 2x>+3y> =35 udaljena je od centra elipse za d =+/17 .
Napisati jednacinu tangente elipse u toj tacki.

Resenje:

dzx/ﬁ:«/x12+y12

Resavamo sistem:

{2# +3y,2 =35

=>x =14,y ==Il
xt+y’ =17 1 1

Imamo cetiri tacke: M, (4,1), M,(4,-1), M,(-4,1),M,(-4,-1).
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= N
N

KonstruiS§imo tangentu ¢, :y =kx+n utacki M (4,1):

Uslov dodira tangente i elipse: a’k” +b° =n’

2x% +3y° =35

x ) , 35 , 35
§+§ 1 = a —7,b =—
2 3

ack*+b* =n*= 375/(2 +3?5=n2 = 105k* +70 = 61°

Tacka M, (4,1) pripada tangenti ¢, : 1=4k+n
ReSavamo sistem:

2 ) 2 = — 2
{105/« +70 = 6n :{IOSk +70=6(-4k) _ 02 ser ea_ o

1=4k+n 1=4k+n
k:—§,n:3—5
3 3

Tangenta u tacki M (4,1)je ¢ :y:—§x+3?5:> 8x+3y-35=0.

Ponavljajuci postupak dobijamo preostale tri tangente:
U tacki M,(4,-1) je t,:8x-3y—-35=0

U tacki M,(-4,1) je ¢, :8x-3y+35=0

U tacki M,(-4,-1) je t,:8x+3y+35=0.

71. Napisati jednacinu hiperbole ako je razmera njenih poluosa 3:4 i e=15.

Resenje:

a:b:3:4:>4a:3b:>a=%
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e=va’+b* = 15=+a*+b* /*

2
25=a’>+b’= 225:%“)2 = 225=

b*’=144= b=12
a=9

2

Jednacina hiperbole je: X

81

72. 1z zize hiperbole 9x° —

25b°

2

Y

144

16y =144 spustena je normala na asimptotu. Izratunati

povrsinu ograni¢enu ovom normalom, asimptotom i apscisnom osom.

Resenje:

PovrSina ogranicena normalom, asimptotom i apscisnom osom jeste pravougli trougao
¢ija su temena ziza hiperbole, centar hiperbole i tacka koju dobijamo u preseku normale 1
asimptote. Zbog simetri¢nosti ZiZa i asimptota nije bitno koju ¢emo ZiZu izabrati i na koju
asimptotu ¢emo spustiti normalu, rezultat ¢e biti isti.

2

9x* —16)° =144 = —-L_
16 9

a’=16,b">=9

e=\a*+b* =>e=5

Zize su F,(5,0) i F,(-5,0).

Asimptote su:
b 3

a:y=—x=—Xx
lya4
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F(-50) 0 “ RG0 X

-b

. y . 3
1z zize F(5,0) spusStamo normalu na asimptotu a, : y = —Zx

n

k,-k, =—1, k,,k, -koeficijenti pravaca normale i asimptote.

ka :_i = kn =7
’ 4 3

20

Jednacina normale: y—0 =§(x—5) = y= gx—?

Trazimo presecnu tacku P asimptote i normale; reSavamo sistem:

__3. __3. __3.
YTy 7Ty YTy
4 20 34 20 16
Yy=3X—"—7 T X=X X=—
3773 477373 5
16 12

PR 1%

(5 5)

Trazimo povrsinu trougla FOP:

1 12 12 16
P=—00+—)+5(——=-0)+—(0-0)[=6.
5 ( 5) ( s ) 5( )

73. Kroz tacku A(3,—1) povuéi tetivu hiperbole x’—-4y° =4, koja je tom tackom
prepolovljena.
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Resenje:

Neka trazena tetiva sece hiperbolu u tackama M, (x,,y,) 1 M,(x,,y,). Tada je

x’ -4y’ =41 x,’ -4y, =4. Oduzimanjem ovih jedna¢ina dobijamo sledeée:

2

Xy _)612_4()722_)/12):0:> (‘x2_‘xl)(x2+xl)_4(y2_y])(y2+yl):O
(x2+x1) _(y2_.y1)

4(y2+y1) (‘x2_‘x1)
Kako je tacka A4(3,—1) srediste duzi M, M, imamo x, +x, =6,y, +y, =—2, pa prethodna

jednacina postaje:
ODh-y)_ 6 3

(,—x) 4(2) 4

. y ) 3
Prema tome, koeficijent pravca trazene prave je k = R

Jednacina tetive kroz tacku A(3,-1) je y+1:—%(x—3) tj. 3x+4y-5=0.

Fy(=e,0)

74. Direktrisa parabole sa temenom u koordinatnom pocetku je prava 2x+5 = 0. Napisati
jednacinu parabole i odrediti koordinate njene ZiZe.

Resenje:

y2 =2px

Direktisa x = _P
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2x+5=0=> xz—%: p=35

Jedna¢ina parabole y* =10x, ziza F (g ,0)=F (%, 0).

75. Odrediti geometrijsko mesto sredine tetiva parabole y* = 4x, koje zaklapaju sa osom
O, ugao od 45°.

Resenje:

Neka tetiva se¢e parabolu u tackama M, (x,,y,) i M,(x,,y,). Tada je y’=4x, i

y,” =4x, . Oduzimanjem ovih jedna¢ina dobijamo :

y22 _y12 =4(x, —x)= (¥, =), + ) =4(x, —x))
Yo~ N _ 4

X, =X Vot

Koeficijent pravca tetive je LHTh ,a posSto tetiva zaklapa sa osom O_ ugao od 45°, to je

Xy =X

k=227 _yea50-1.
Xy =X

Neka je tacka M (x,y) srediSte duzi M, M, .

x:xl+x2’y:y1+y2
2 2

X +x,=2x, y,+y,=2y

o . : - 4 :
Na osnovu ovih jednakosti jednacina HTh postaje:

X, =X Yt

1= 21, tj. 2y =4= y =2 je trazeno geometrijsko mesto sredine tetiva parabole.
y

76. Prava 2x+y—12 =0 sece parabolu y* = 4x. Odrediti:

a) ugao izmedu tangenata u tim tackama

b) jednacdinu tangente parabole, koja je paralelna sa datom pravom
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¢) jednacinu kruznice opisane oko trougla ¢ija su temena presecne tacke date prave i
parabole 1 presek tangenata povucenih na parabolu u tim tackama

d) ugao pod kojim se seku data parabola i pomenuta kruznica.

Resenje:

a) Trazimo presecne tacke prave i parabole; reSavamo sistem:

2:4 2:4

y*=4x SV T L (oxt12) = dx = X — 135436 =0
2x+y—-12=0 y==2x+12

x =9y =-6

x,=4,y,=4

Dakle prava i parabola se seku u tackama M,(9,-6) 1 M,(4,4)
KonstruiSimo tangentu ¢, : y = kx+n u tacki M, (9,-6):

Uslov dodira tangente i parabole: p =2kn

y2 =4x= p=2

2=2kn= 1=kn=> n:%

Tacka M,(9,-6) pripada tangenti —6 =9k +n

Resavamo sistem:

-6=9%+n —6:9k+l
1 = | Kok +6k+1=0
n=—
n=—
k k
k:—l,n=—3
3

Tangenta u tacki M,(9,-6)je ¢ :yz—%x—f&: x+3y+9=0.
Ponavljaju¢i  postupak  dobijamo da je tangenta u tacki @ M,(4,4):
Ly :%x+2:> x=2y+4=0

k, = —%, k, = % , k, ,k, -koeficijenti pravaca tangenata
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Ugao izmedu tangenata je 45°.

b) Obelezimo datu pravu sa p 1 traZenu tangentu sa ¢.
2x+y-12=0= y=-2x+12
pllt = k, =k =-2

Iz uslova dodira 1=4kn dobijamo n = —% .

Jednacina tangente je : y=—2x—l:> 4x+2y+1=0

c) Trazimo presecnu tacku tangenata, reSavamo sistem:

y:—lx—3 %x+2:—lx—3 éx:—S

3 = 3 - )6 =>x=-6,y=-1
—lx+2 —lx+2 —lx+2
Y7 Y72 ap)

Treba odrediti jednacinu kruznice (x—p)°+(y—¢q)’ =r> kojoj pripadaju tacke
M,09,-6),M,(4,4) 1 N(-6,-1):

(9-p) +(-6-¢q)’ =1
(4=p)+@-q) =r
(6= p) +(-1-q¢ =r*
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N O-p)+(-6-9) =(4-p)’ +(4-¢q)’

—2p+4qg=-17
_ O=p) +(-6-q) =(-6-p)’ +(-1-q)’
-3p+q=-8
« : —2p+4g=-17 3 7, 250
ReSavamo sistem: , p=—,q=——,r" ="
—3p+q=-8 2 2 4

Trazena kruznica:

(x—%)2 —1—()/—1—%)2 :%: X'+ =3x+7y—-48=0

d) Parabola i kruznica se seku u tackama M,(9,-6)1 M,(4,4).
U tacki M, (9,-6) postavicemo tangentu na kruZnicu.

Uslov dodira tangente i kruznice r*(k* +1) = (kp —q +n)’
Resavamo sistem:

—6=9+n —6-9%% =n

250 3 7 =250 3 7
T(k2+1):(§k+§+n)2 T(k2+1):(5k+5—6—9k)2
—6-9k=n 6-9k=n

?(/«2 +1)= (—%k—g)z - {kz —6k+9=0

k=3,n=-33

Jednacina tangente je: y =3x-33

1
ktl = —g

k, -k =—1= ugao izmedu tangenata je 90°.

Dakle, kruznica i parabola se seku pod pravim uglom.
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X VEKTORSKA ALGEBRA

Velicine koje su u potpunosti odredene jednim brojem zovu se skalari (na primer: duzina,
zapremina, temperatura).

Vektor je velicina odredena pomocu tri karakteristike: pravca, smera, intenziteta (na
primer: brzina, ubrzanje, sila).

Pojam vektora

Neka su u prostoru date dve tatke 4 1 B koje odreduju duz. Neka je 4 pocetna tacka
duzi, a B krajnja. Ovim je uvedena orijentacija duzi AB .

Uredjeni par (4, B) zove se orijentisana duz ili vezani vektor 1 oznacava se AB .

Rastojanje tacke 4 od tacke B zove se intenzitet vektora i oznacava se ‘E‘ .

Prava na kojoj lezi vektor 4B zove se nosac ili pravac vektora.

Ako se pocetna 1 krajnja tacka vektora poklapaju, radi se o nula-vektoru 0. Njegov
pravac i smer nisu odredeni

U skupu orijentisanih duZi moze se uvesti relacija ekvivalencije:

Dve orijentisane duzi 4B 1 CD su ekvivalentne ako su obe nula-vektori ili ako su iste
duzine, pravca i smera.

Klasa ekvivalencije u odnosu na relaciju ekvivalencije u skupu orijentisanih duzi zove se
slobodni vektor i/i krace vektor.

Moduo (intenzitet) vektora je duzina njegovog proizvoljnog predstavnika.

Skup svih vektora oznacava se sa V' .
Operacije sa vektorima

Sabiranje vektora:

AB+CD = AE, gde je tacka E odredena tako da je BE=CD. Sabiranje vektora vrsi se
takode po pravilu paralelograma.
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S

Skup svih vektora sa operacijom sabiranja (V,+) je komutativna grupa:

- Neutralan element operacije + je nula-vektor 0.

- Kako je AB+BA=AA=0, sledi da za svaki vektor AB, postoji vektor BA=-AB,
koji je njegov inverzni element tj. suprotni vektor.

Oduzimanje tj. razlika dva vektora defniSe se sa:
AB—-CD = AB+(-CD) = AE,

gde je tacka E odredena tako da bude BE =—CD.

Napomena: Vektore osim velikim slovima (koja oznacavaju pocetnu 1 krajnju tacku
vektora), Cesto obelezavamo 1 malim slovima, na primer: a,b,c,...

Osobine operacije sabiranja vektora:
1) Zbir dva vektora je vektor: a+b=c;
2) (@a+b)+c=a+(b+c)
3) a+0=0+a=a
4) (VaeV)3—-a) a+(-a)=0
5) a+b=b+a

= (V,+) je komutativna grupa

MnoZenje vektora skalarom

Neka je o € R,aeV .Tada je aa vektor ¢iji je intenzitet jednak |a|-‘21 , pravac

je jednak pravcu vektora a,asmer je jednak smeru vektora a, ako je a>0,ilije
suprotnog smera ako je  <0:

] - -
a,—a,2a,—§a
2 2
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Osobine operacije mnoZenja vektora skalarom:
1) (Va)l-a=a;
2) (Va,BeRNaeV)a(Ba)=(af)a
3) (a+pB)a=aa+fa

4) a(21+l;) =aa+ab.
Definicija vektorskog prostora

Skup vektora sa operacijama sabiranja i mnozenja vektora brojem (V,+,-,R) predstavlja
vektorski prostor nad poljem realnih brojeva.

Dva vektora, koji nisu nula-vektori, zovu se kolinearni ako imaju isti pravac. Kolinearni
vektori zovu se i paralelni.

Ako je a#0 ivektor b kolinearan sa a, tada postoji realan broj A takav da je b=2la.

Linearna zavisnost

Neka su x.x2,..x.e€V 1 aLaz..aneR. Vektor aixi+o2x2+...+QnX. zOvVe se

linearna kombinacija vektora x. x2,..x.€V . Brojevi aia2..a»€ R su koeficijenti
linearne kombinacije.

Vektori x. x2,.,x. zovu se linearno zavisni ako postoje realni brojevi aiaz,..an, koji
nisu svi jednaki nuli, takvi da je:

a1X|+a2x2+...+aan = O.

U protivnom, ako iz uslova c1\xi+a2x2+...+ X, =0sledi ai=a2=...=a»=0
kaze se da su vektori linearno nezavisni.
Dva vektora su linearno zavisna ako 1 samo ako su kolinearni.

Vektori se zovu komplanarni ako pripadaju istoj ili paralelnim ravnima.

Tri vektora a,b,c su linearno zavisna ako i samo ako su komplanarni.

wa+ fb+ yo=0ny20=c=-2a-Lp
4 4

Svaka cCetiri vektora u prostoru su linearno zavisna.
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Ako su a,b,c tri proizvoljna nekomplanarna vektora, tada za proizvoljan vektor d
postoje brojevi A, u,v tako da je:

d=Aa+ 775 +ve.
Maksimalan broj linearno nezavisnih vektora u nekom skupu vektora V' zove se baza
skupa V.

Svaka dva nekomplanarna vektora u ravni ¢ine bazu u toj ravni.

Svaka tri nekomplanarna vektora u prostoru predstavljaju bazu u prostoru.

Vektori u Dekartovom koordinatnom sistemu

Neka je dat Dekartov koordinatni sistem sa osama x,y,z i1 koordinatnim pocetkom O.
Uoc¢imo tacke A(1,0,0), B5(0,1,0),C(0,0,1).

Vektori ?:@,}' =@,7€ =O0C zovu se koordinatni vektori ili ortovi. Ovi vektori su

linearno nezavisni pa ¢ine bazu u prostoru R’.

i=04
3-8
€(0,0,1) i-0C
i
j :
0 B0,,0) Y
A(1,0,0)

Svakoj tacki M(a,,a,,a.)u prostoru moZe se pridruziti vektor r=0M , koji se zove

vektor poloZaja tacke M. Ovaj vektor moze se na jedinstven nacin razloziti po bazi

@, j,k):
r=aita jtak.

Na ovaj nacin uspostavlja se obostrano jednoznac¢na veza izmedu vektora » 1 uredene

. . . 3 o g _ .
trojke realnih brojeva a,,a ,a. € R". PiSemo r=(a,,a a.), gde su a ,a a, koordinate

y’
vektora r po bazi (;,}', l;) ili Dekartove koordinate vektora 7.

Intenzitet vektora izracunava se relacijom:

H:‘OM‘Jaf +al+a .

88



Sabiranje dva vektora

Zz=axf+ay}'+ajc 1 l;=bxf+by}'+bzl§:

=a+b=(a,+b)i+(a, +b)j+(a, +b)k
Projekcija vektora na osu

Dat je vektor a = AB iprava n orijentisana jedini¢nim vektorom 7.

AB = pn =‘Zz‘cosgpﬁ

[ )
Y

Veli¢ina p = ‘A'B " = ‘a‘cosgo zove se projekcija vektora a = AB na pravu n i
oznacava se sa:

p = pr;1E :
Skalarni proizvod dva vektora

Skalarni proizvod dva vektora aib definise se kao proizvod intenziteta vektora aibi

kosinusa ugla koji obrazuju vektori a i b i oznacava se sa a-b:

a-b z‘&“l;‘ cos 4(21,5)

Skalarni proizvod dva vektora je broj (skalar).
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S obzirom da je cos90° =0, na osnovu definicije skalarnog proizvoda sledi: Ako su dva
vektora medusobno ortogonalna, tada je njihov skalarni proizvod jednak nuli, t;.

albeab=0

Veza izmedu skalarnog proizvoda i projekcije:

b= pr =l

Osobine skalarnog proizvoda

Za svaka tri vektora a,b,c vaze sledece relacije:

1) a-a=\a
2) a-b=b-a
3) a-(b+c)=a-b+a-c

4) (@a)-b=a(a-b)=a(ab),YacR

ol
Q!
I

ol

5)

Skalarni proizvod preko koordinata
Neka su dati vektori a=a,i+a,j+ak i b=>bi+b, j+b k. Tada je njihov skalarni
proizvod:

a-b= ab +ab, +ab..

Ova formula proistie iz osobine 1) i iz ¢injenice da su koordinatni vektori medusobno
ortogonalni, pa je prema tome:

Primene skalarnog proizvoda

- Utvrdivanje ortogonalnosti dva vektora: albeab=0

- Odredivanje intenziteta vektora:

o Y 2 2 2
‘a‘—\/a-a—qlax +a, +a,
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- Odredivanje ugla izmedju dva vektora aib preko kosinusa tog ugla:
ab ab, +ab, +ab.
lal-[p| Ja? P a2 fo7 407 402

cos@ =

Vektorski proizvod dva vektora
Vektorski proizvod vektora aib je vektor ¢,uoznaci c=axb, Ciji je

- pravac odreden normalom na ravan koju obrazuju vektori a i b;
- smer odreden po pravilu desnog zavrtnja;

- intenzitet jednak

A =[] sin .5

h :‘I—J‘Sina

Geometrijski posmatrano, intenzitet vektorskog proizvoda dva vektora jednak je
povrsini paralelograma koji je odreden ovim vektorima, $to se moze videti 1 sa napred
navedene slike. Naime, imamo:

P:‘Zz‘h :‘Zz‘-‘l;‘sina :‘szl;‘
Ako su a i b kolinearni vektori, tada je L(Zz,l;) =0=axb=0

Osobine vektorskog proizvoda:
Za svaka tri vektora &,Z;,E vaze sledece relacije:
1) axa=0

2) axb=-bxa
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3) ax(b+c)=axb+axc
4) (aa)xb=a(axb),VaecR.
Na osnovu gornje teoreme i definicije, za koordinatne vektore vazi:
;xfzo,;’x} = 0,7&)(]} =0
ixGek ik eiixiz]

R - —

Jxi=—kkxj=—iixk=—]

Vektorski proizvod preko koordinata

Neka su dati vektori a = axf+ a y}' + ajc i b= bx;+ by}' +bjc. Tada se njihov vektorski

proizvod moze simbolic¢ki napisati preko determinante

ik
axb=la a a|=il" |-F% %R ®
a = = — =
X y z by bz .] bx b bx by
b, b, b, :

=i(a,b.—ab)-j(ab, —ab)+k(ab, —ab).

MesSoviti proizvod tri vektora

Neka su data tri vektora a,b,c. Ako najpre vektorski pomnozimo vektore aib,
odnosno odredimo vektor d =axb , a zatim tako dobijeni vektor pomnozimo skalarno sa

vektorom ¢, dobijamo meSoviti proizvod tri vektora:

(szl;)g

Napomena: Ne postoji proizvod (Zz-Z;)xE ili sz(B-E), jer je skalarni proizvod dva
vektora skalar, a vektorski proizvod je mogu¢ samo izmedju dva vektora.

Ako su vektori zadati preko koordinata, tada se meSovit proizvod izraCunava pomocu
determinante:

a, a, a,
(axb)-c=|b, b, b,
¢, ¢, ¢



Vektori a,b,c su komplanarni ako i samo ako je njihov mesovit proizvod jednak nuli.

Ako vektori a,b,c nisu komplanarni, tada je apsolutna vrednost njihovog mesovitog
proizvoda jednaka zapremini paralelopipeda koji ovi vektori obrazuju.

V =BH
B=‘a><l;‘
H=Hcos®
77. Ako je S srediste duzi 4B 1 O proizvoljna tacka, dokazati da je vektor
65; _ OA+ OB '
2
ReSenje:
S
A B

Iz AAOS 1 ABOS zakljucujemo da je:
OS =04+ AS
OS = OB+ BS

Ako saberemo napred navedene jednakosti dobi¢emo:

93



2§=%+§+03+§& AS+BS=0,jersu AS i BS suprotni vektori.
208 =0A+ OB

aS;: OA-lz-OB

78. Ako su AA'BB' i1 CC' teziSne duzi trougla ABC dokazati da je
AA'+BB'+CC'=0.

ReSenje:

ﬂ _ AB+ AC
2

BB - BC+BA
2

C— CB ;L CA

Ako saberemo napred navedene jednakosti dobi¢emo:
AA'+BB'+CC' =%(K+ 4C + BC.+ BA+ CB+ 74)
AB i BA,AC i CA,BC i CB se potiru kao suprotni vektori, pa sledi:

AA'+BB'+CC'=—-0=0.

N |~

79. Neka je M preseCna tacka dijagonala paralelograma ABCD, a O proizvoljna tacka
(van ¢etvorougla). Dokazati da je OM = %(@ +O0B+0C + @) .
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ReSenje:

D C
M
A B
(0]
OM =OA+ AM
OM = OB+ BM
OM =0C +CM
OM =0OD+ DM

Ako saberemo napred navedene jednakosti dobi¢emo:

40M = Od+ AWM +OB+ BM_+0OC + CM +0D+ DM.

AM i CM ,BM i DM se potiru kao suprotni vektori, pa dobijamo:

@“:%@@@5&5@.

80. Ako su i 1 j jedini¢ni vektori, odrediti parametar m tako da vektori x=2i+ 3}' 1

y =mi— j budu kolinearni.
ReSenje:

x=2i+3]

y=mi-j

m=1?

Ako je x#0 i vektor ; kolinearan sa x, tada postoji realan broj & takav da je

X = k;. Zamenom zadatih x i }/ dobijamo:
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2i+3j =k(mi—j)
2i+3j =kmi—kji

Izjednacavanjem levih i desnih strana jednakosti imamo:

km=2
k=-3
-3m=2
2
m=——
3

81. Za koje a vektori 21(2,3,—4) 1 l;(a,—6, 8) su paralelni?
ReSenje:

Ako je a+0 ivektor b kolinearan tj. paralelan sa a, tada postoji realan broj 4 takav da
je a = Ab. Zamenom zadatih a i b dobijamo:

(2,3,-4) = k(a,—6,8)
(2,3,-4) = (ark, 6k, 8k)

IzjednaCavanjem levih i desnih strana jednakosti imamo:

ka=2
—6k:3:k=—l
2

8kz—4:>k:—l
2

ka:2,k:—%:>a:—4
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82. Data su temena A(3,—4,7), B(-5,3,-2)i1 C(1,2,-3) paralelograma ABCD. Naci
koordinate ¢etvrtog temena D .

Resenje:

D(xayaz) C(lsza_3)

A(37_4a 7) B(_5037_2)

Pretpostavimo da teme D ima koordinate D(x,y,z).

Onda su koordinate vektora AD jednake:

AD = (x=3,y+4,z-7).

Sa druge strane, vektori BC i AD su medusobno jednaki, pa sledi:

BC = AD = (1-(=5),2-3,-3—(=2)) = (6,-1,—1).

Iz napred navedenog dolazimo do sledec¢e jednakosti vektora:

AD =(x-3,y+4,z-7)=(6,-1,-1) .

x—3=6
y+4=-1
z=T=-1
=
x=9
=-5
z=6

Dakle, koordinate temena D su: D(9,-5,6).

83.Data su temena trougla ABC: A(3,-1,5), B(4,2,-5) i C(-4,0,3). Odrediti duzinu
teziSne duZi iz temena 4.
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Resenje:

C(_49 09 3)

S(x,y,2)

A(3,-1,5) B(4,2,-5)
AG3,-L15)
B(4,2,-5)
C(—4,0,3)

Pretpostavimo da srediste duzi CB, S, ima koordinate S(x, y,z).

\Zﬂ:?

Posto je S srediste duzi CB, imamo da je CS=SB.
CS=(x+4,y,z-3)

SB=(4—x,2—y,-5—2)

Iz tri napred navedene jedakosti imamo:
(x+4,y,z-3)=(4-x,2—-y,-5-2) t.

x+4=4-x

y=2-y
z-3=-5-z

Dakle, koordinate vektora AS su: ﬁ(—& 2,—6), a njegov intenzitet:
\Z§}=J03f+22+c4g2=J9+4+36

‘Zﬂ=7.
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84. Nac¢i ugao izmedu vektora a-bia+b ako je a= 12,11 b= (2,-1,0).
Resenje:

a=(12,1)
b=(2,-1,0)

Z(a-b,a+b)="?

Radi jednostavnosti, obelezimo razliku vektora a—b sam,azbir a+b sa ; .
m=a-b=(-13,1)
p=a+b=@3,11).

Iz primene skalarnog proizvoda imamo da je:

——  m.7p mp +mp +m
cos Z(m, py=n o LTI TPy
o] Jm e m [p? + p? o+ p?
m-p (=1)-3+3-1+1-1 1

cos £(m, p) = ‘;;H;‘ B JED 43+ 3P+ 1241 11

L(%, ;9) = arccos%

Z(m, p) ~85° tj.
Z(a—b,a+b)~85°,

LT : 2 . o .
85. Vektori a 1 b obrazuju ugao (p:?ﬂ. Zna se da su intenziteti vektora ‘a‘=3 1

\13\ — 4. Izraunati (3a—2b)-(a+2b).
Resenje:
(3a—2b)-(a+2b) =
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=3212+6;1-l;—221-l;—4‘l;‘2=

:352+4a.z;_4\z;r:

I
w2
)

- ‘5‘c0s 0°+ 4‘21“13‘ cosz?ﬁ— 4‘[3‘ ‘1}‘ c0s0° =

:3-3-3-1+4-3-4-(—%)—4-4-4.1:
=—61.

86. Vektor m zadovoljava uslove:
e kolinearan je sa vektorom 21(6, —-8,-17.5),
e njegova duzina je 50 i
e odreduje oStar ugao sa osom z .

Odrediti koordinate vektora m .

Resenje:
a(6,-8,-7.5)
] =50
%(x, v,z)="?

Ako je m#0 ivektor a kolinearan sa m , tada postoji realan broj £ takav da je
m=ka.
Zamenom vektora m i a preko koordinata u prethodno navedenu jednakost dobijamo:

(x,y,2)=k(6,-8,-7.5) =

x =06k
V==8k (D
z=-7.5k

Drugi uslov dat u zadatku je ‘n?‘ =50 tj.

‘%‘: X4 Y 27 =50 e, (2)



Zamenom (1) u (2) dobijamo:

J(6k) +(=8k)* +(~7.5)* =50
12.5k =50
= k=4

Ako zamenimo vrednost & =4 u (1) dobi¢emo vrednosti koordinata vektora m :

Xx=6k=6-4=24
y=—8k=-8-4=-32
z=-75k=-75-4=-30

tj. koordinate vektora m su: ;1(24, -32,-30).

87. IzraCunati povrSinu paralelograma konstruisanog nad vektorima Zz(l, L-1) 1

b(1,-1,2).
Resenje:

Posto je intenzitet vektorskog proizvoda dva vektora jednak povrSini paralelograma koji
je odreden ovim vektorima, imaéemo:

P:‘axb
ij k| i k|
axb=la, a, al=[l 1 -1l 1 =
b, b, b| I -1 2|1 -1

P= ‘szzé‘ = P +(=3) +(=2)* =14

88. Dati su vektori a(l,1,—1),5(-2,—1,2) i ¢(1,—1,2). Razloziti vektor ¢ u komponente

po pravcima vektora a, b 1 axb.
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Resenje:

a(l,1,-1)

b(=2,-1,2)

c(1,-1,2)

c= m;l+n13+p(21x13)

m,n,p="7

i

Il
—_ o~
—_
|
—_
—_
—_

:2fj27—l;+21§—fﬁ7:f+l§.

axb=

k
aZ
bl |2 -1 2|2 -1

J
ax ay
b, b,
axb=i+k t. axb=(1,0,1)

c= mgz+n5+p(21x13)
(1,-L,2)=m(,1,-1)+n(-2,-1,2) + p(1,0,1)
1,-1,2)=(m—-2n+ p,m—n,—m+2n+ p)
Dobijamo slede¢i sistem jednacina:
m—-2n+p=1
m—n=-1

-m+2n+p=12

sa reSenjima :

3
m=——
2
1
n=——
2
_3
P 2
Razlozeni vektor po trazenim pravcima ¢e glasiti:
- - 1= -
c= 3 ——b+§(a><b) .
2 2 2
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89. Izracunati povrSinu trougla ako su date koordinate njegovih temena: A(2,-3,4),
B(1,2,-1) 1 C(3,-2,1).

Resenje:

Ako se trougao ABC transformise u paralelogram ABCD, tada je:

Pye = E])ABCD , paje:

1

Py = E])ABCD =

HaBxad|.

2

Najpre ¢emo odrediti koordinate vektora AB i AC:
AB=(1-2,2—(-3),(-1)=4) = (~1,5,-5)

AC=(3-2,-2—(=3),1-4)=(1,1,-3),

a zatim njihov vektorski proizvod:

i J ok i j o k|li
ABxAC=|AB, AB, AB|=|-1 5 -5-1 5 =-15i-5j—k-5k+5i-3/=-10i—8;—6k
AC, AC, AC| |1 1 =31 1

P g :%PABCD :%‘Exﬁ‘ :%\/(—10)2 +(—8)2 +(—6)2 Z%\/ZOO = 5\/5

90.Pokazati da su vektori a(—1,3,2), b(2,-3,—4) i ¢(=3,12,6) komplanarni i odrediti
njihovu linearnu zavisnost.

Resenje:

Po ve¢ navedenoj teoremi, vektori a,b,c su komplanarni ako 1 samo ako je njihov
mesSovit proizvod jednak nuli. Dakle, treba dokazati da je meSoviti proizvod zadatih
vektora jednak nuli.

a a al| -1 3 2|-1 3

X y z
(axby-c=lb, b, b|=[2 -3 42 -3 =+36+m AT =0.

c. ¢ c| -3 12 6(-3 12

X ¥y z
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PosSto je meSoviti proizvod zadatih vektora jednak nuli, zakljuCujemo da su oni
komplanarni.

Da bi smo odredili linearnu zavisnost ova tri vektora, napisa¢emo, najpre,vektor a preko
vektora b 1 ¢ na slede¢i nacin:

a=kb+kec,

a zatim izraCunati koeficijente £, 1 £, .
a=kb+k,c

(-L3,2) =k (2,-3,-4) + k,(-3,12,6)
(-13,2) = (2k, = 3k,, -3k, +12k,, -4k, + 6k,).

Dobijamo sledeci sistem jednacina:

2k, =3k, =-1
=3k, +12k, =3
—4k, +6k, =2
ResSavanjem sistema sledi:
oL
5
1
k2 = g

91. Ivice tetraedra su vektori ;z(l, 2a,1), 5(2,05,0{) 1 2(305,2,—0{) ,a€eRi1a#0.
a) Odrediti zapreminu tetraedra.

b) Odrediti parameter « € R, tako da su a,bic komplanarni.
Resenje:

a) Na osnovu teoreme imamo da ako vektori a,b,c nisu komplanarni, tada je apsolutna

vrednost njihovog meSovitog proizvoda jednaka zapremini paralelopipeda koji ovi
vektori obrazuju.
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Zapremina tetraedra konstruisanog nad ovim vektorima jednaka je Sestini zapremine

paralelopipeda, tj..

a

=(axbh)-c=|b,

c

X

Vparalelopipeda

=6a’ -2a+4

tetraedra

1

tetraedra — g Vparalelopipeda

=—a’+6a’ +4-3a’ -2a+4a’

1

=—V =%(6a3—2a+4).

6 paralelopipeda

b) Vektori a,b,c su komplanarni ako i samo ako je njihov meSovit proizvod jednak nuli.

Sledi:

60’ —200+4=0

60’ —200+6-2=0
60’ +6—2a—2=0
6(a’ +1)=2(a+1)=0

6(a+1)a” —a+1)-2(a+1)=0
2@ +D)(Ba’ -3a+3-1)=0

2@ +1)(3a” -3a+2)=0

3’ -3a+2=0

1,2

agR

3+.9-24
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PRIMER TESTA SA PRIJEMNOG ISPITA 2008.GODINE

. Uprostiti izraz:
2 2
274277 (2727
2 2

. Resiti jednacinu:

(2x—3)* +(2x=5)> =4(x—3)* +30

. Izradunati vrednost izraza:

3log, 25+2log, 27 —-4log, 8

. Dokazati sledeci identitet:

1 l+cg’a

sifa—cos’a  1-ctg’a

. Koliko je kvadratnih metara metalnog lima potrebno za izradu cilindri¢nog dimnjaka
visine 18m 1 precnika 65cm.
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PRIMER TESTA SA PRIJEMNOG ISPITA 2009.GODINE

1. Uprostiti izraz

a-a-6 a-1
a’—4 2—a

2. Odrediti realna reSenja sledece jednacine:

N25-x*=7—x

3. IzraCunati:

542 +34/8 =/50 —/98

4. Dokazati slede¢i identitet:

sina cos’a

1- =sina-cosa

1+ctga_l+tga

5. Date su osnovna ivica a =10cm 1 visina H =12cm pravilne
Odrediti njenu povrsinu i zapreminu.
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PRIMER TESTA SA PRIJEMNOG ISPITA 2010.GODINE

1. Uprostiti izraze:

a’ —ab _ a’b+ab’

a’ +ab ab

4x* y2 ) 8x° y3

b :
) 15b°¢  5¢%b°

2. Resiti jednacinu:
1+3x N 1-3x 12
3x—1 143x 1-9x°

3.AkojeA:L—Z'fiB=[ AN lj(al_bl)(auw)l
a — a

dokazati daje A=B"'

4. Resiti jednacinu:

log (5x%)-logix=1

5. Pravilna Cetvorostrana prizma ima omota¢ 8m? i dijagonalu 3m. Izracunati njenu
zapreminu.
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PRIMER TESTA SA PRIJEMNOG ISPITA 2010.GODINE (septembar)

1. Uprostiti izraz:

27x7? y_3

2 4 2
3

Xy

2. Resiti jednacinu:
2x  x*425 5 5
x-9 x*-81 x+9 x-9

3. Dokazati sledeéi identitet:

sina_ l+cosa

1—cosa sina

4. Visina kupe je 12cm, a povrsina osnog preseka je 42 cm?. Odrediti povrSinu osnove i
izvodnicu kupe.

5. Pravilna Cetvorostrana prizma ima omota¢ 8m? i dijagonalu 3m. Izracunati njenu
zapreminu.
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